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前 


科学 技术 的 发 展 对 数学 知识 的 需要 越 来 越 广 ,也 越 来 越 深 .今天 的 
大 学 生 是 21 世纪 的 栋梁 ,尤其 是 理工 科 的 大 学 生 , 更 应 该 具有 较 宽 厚 
的 数学 基础 .为 此 ,大 学 生 们 在 学 习 数 学 的 必修 课 之 外 ,希望 多 学 习 一 
些 近 代数 学 的 知识 ,在 学 习 有 关 数 学 知识 .进行 一 定 的 逻辑 性 、 推 理性 
和 运算 能 力 等 方面 训练 的 同时 , 接 党 一 些 数学 思想 方法 的 票 陶 .这 样 ， 
对 于 今后 的 知识 更 新 .进一步 的 学习 和 深造 都 会 受益 菲 浅 . 

天 津 大 学 数学 系 从 1985 年 开始 为 部 分 本 科 生 开设 高 层次 班 的 数 
学 课 ,也 就 是 选拔 出 数学 成 绩 较 好 的 部 分 学 生 组 成 一 个 教学 班 , 对 他 们 
实行 快 节奏 、 高 要 求 方 式 的 教学 .为 了 适应 教学 的 需要 ,陆续 编写 了 部 
分 补充 讲义 .以 适应 高 层次 班 的 教学 要 求 , 但 至 今 没 有 一 本 正式 的 教 


省 


基于 上 述 情 况 , 我 们 编写 了 这 本 教材 . 

微 积分 是 建立 在 极限 概念 和 理论 基础 上 的 .可 以 说 ,极限 理论 是 近 
代数 学 知识 的 基础 .为 此 ,本 教材 从 极限 续 论 开始 讲述 .在 极限 续 论 部 
分 中 ,我 们 从 确 界 定理 出 发 ,给 出 并 证 明了 极限 理论 中 的 六 个 基本 定 
理 . 利 用 这 六 个 基本 定理 证 明了 闭 区 间 上 和 连续 函数 的 性 质 及 压缩 映射 
的 不 动 点 定理 .然后 介绍 Riemann 可 积 的 充分 必要 条 件 ; 高 阶 微分 的 
概念 及 记号 ;函数 项 序列 和 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 概念 及 性 质 ; 含 参 变 
量 的 积分 及 含 参 变量 的 广义 积分 .这 部 分 内 容 主 要 是 拓宽 和 加 深 了 高 
等 数学 的 内 容 .所 以 应 该 在 学 完 高 等 数学 之 后 再 学 习 这 些 内 容 , 或 者 在 
讲授 高 等 数学 的 同时 与 有 关内 容 相配 合 着 讲解 . 除 北 之 外 ,本 教材 还 包 
分 中 的 内 容 有 测度 与 可 测 函 数 、Lebesgue 积分 等 .抽象 代数 的 内 容 包括 
了 代数 运算 , 同 态 、 同 构 , 群 论 , 环 与 域 等 有 关 概 念 . 本 书 把 近代 分 析 基 
础 与 抽象 代数 基础 结合 起 来 是 为 了 今后 的 学 习作 必要 的 准备 . 

为 了 使 学 生 有 一 个 直观 的 认识 ,教材 中 对 有 关 的 结论 和 内 容 做 了 


2 分 析 与 近世 代数 基础 


一 些 几 何 解 释 , 既 加 深 了 对 有 关内 容 的 理解 ,也 使 学 生 增加 了 学 习 的 兴 
趣 . 另 外 ,每 部 分 内 容 都 配 有 一 定数 量 的 例题 ,每 一 章 之 后 都 配备 了 习 
题 ,便于 学 生 更 好 地 理解 和 消化 有 关内 容 . 

点 该 指出 ,教材 的 内 容 比较 抽象 ,初学 者 总 会 有 一 个 入 门 的 过 程 . 
坚信 通过 对 本 教材 的 学 习 ,一 定 会 有 较 大 收获 . 

本 书 共 10 章 .第 1 章 、 第 3 章 、 第 4 章 和 第 5 章 由 解 可 新 执笔 ;第 2 
章 、 第 6 章 和 第 7 章 由 印 忠 文 执笔 ;第 8 章 、 第 9 章 、 第 10 章 由 刘 九 兰 
执笔 . 


讲授 教材 的 全 部 内 容 需 32 一 48 学 时 .根据 专业 需要 可 以 选 讲 其 中 
的 部 分 内 容 . 

本 书 是 天 津 大 学 “ 九 五 ”重点 教材 . 天津 大 学 教务 处 、 出 版 社 、 数 学 
系 有 关 领 导 对 本 教材 的 编写 和 出 版 给 予 了 热情 的 鼓励 和 支持 .在 此 一 
并 表示 衷心 的 感谢 . 

由 于 我 们 的 水 平和 经 验 所 限 ,本 书 难免 存在 不 受 之 处 , 尽 请 读者 批 
评 指 正 . 

编者 
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第 1 章 极限 续 论 


微 积分 是 在 极限 理论 的 基础 上 建立 起 来 的 .所 以 ,极限 概念 及 其 理 
论 是 非常 重要 的 .为 了 深入 地 讨论 极限 ,本章 首 先 给 出 实数 集 的 完备 性 
的 几 个 基本 定理 ,然后 借助 这 些 定理 证 明 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 . 


1.1 实数 的 基本 定理 


我 们 知道 ,自然 数 集 N 是 有 间隔 的 , 即 在 任何 一 个 自然 数 和 它 
的 后 继 正 整 数 + 1 之 间 再 无 任何 自然 数 .在 自然 数 集 N 的 基础 上 建 
立 起 来 的 有 理 数 集 Q 却 是 稠密 的 , 即 在 任意 两 个 有 理 数 之 间 仍 然 存在 
有 理 数 .不 妨 设 9 和 gs 是 任意 两 个 不 同 的 有 理 数 ,显然 生子 哇 是 在 
% 和 g 之 间 的 一 个 有 理 数 .由 此 可 以 推 知 ,任意 两 个 不 同 的 有 理 数 之 
间 有 无 限 多 个 有 理 数 . 当 任 意 给 定 一 个 有 理 数 时 ,在 坐标 轴 ( 规 定 了 床 
点 和 单位 长 度 的 有 向 直线 ) 上 有 惟 -- 的 有 理 点 与 之 对 应 . 反 过 来 ,对 于 
坐标 轴 上 的 任意 一 个 点 ,是 否 有 一 个 有 理 数 与 之 对 应 呢 ? 也 就 是 说 ,有 
理 数 集 Q 是 否 与 坐标 轴 上 的 所 有 点 构成 的 集合 一 一 对 应 呢 ? 实际 上 ， 
虽然 有 理 点 在 坐标 轴 上 是 处 处 稠密 的 ,但 并 没有 布 满 整 个 坐标 轴 ,还 是 
有 空 除 的 .例如 ,以 1 为 边 长 的 正方 形 对 角 线 的 长 度 V3 就 不 是 有 理 数 ， 
若 假设 V2 是 有 理 数 , 即 V2 = 二 ,其 中 m,nEN, 且 m,n 互 质 . 则 及 


=2m? ,由 此 知 n? 可 以 被 2 整除 ,所 以 4 也 可 以 被 2 整除 . 记 n=2n, 
(mEN), 有 m=2ni, 这 样 , m 也 能 被 2 整除 .这 与 m ,2 互 质 矛 盾 . 
所 以 Y2 不 是 有 理 数 .在 坐标 轴 上 与 /2 对 应 的 点 不 是 有 理 点 .所 以 有 理 
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数 集 Q 与 坐标 轴 上 所 有 点 构成 的 集合 不 能 建立 一 一 对 应 的 关系 .不 仅 
如 此 ,3+ 1,V5+2,…- 都 不 是 有 理 点 ,这 样 的 点 有 无 穷 多 个 .我 们 称 从 
轴 上 这 种 不 是 有 理 点 的 点 为 无 理 点 ,与 无 理 点 所 对 应 的 数 为 无 理 数 .有 
理 数 与 无 理 数 合 称 为 实数 .而 实数 集 R 与 坐标 轴 上 的 点 集 是 一 一 对 应 
的 .实数 集 的 这 一 性 质 称 为 实数 集 的 连续 性 ,或 称 为 实数 集 的 完备 性 
有 理 数 集 Q 不 完备 ,实数 集 R 是 完备 的 .为 此 也 称 坐标 轴 为 实数 铀 。 

实数 集 的 完备 性 是 极限 理论 的 基础 .例如 ,V2 的 不 足 近 似 值 构成 
的 有 理 数 列 为 : 

1,1.4,1.41,1.414,1.4142,..: 

它 的 极限 不 是 有 理 数 ,而 是 无 理 数 V3. 又 如 , | (1+ 二】 | 是 有 理 数列 ， 
但 它 的 极限 也 不 是 有 理 数 ,而 是 无 理 数 .这 说 明 , 极 限 运 算 在 有 理 数 
集中 不 是 封闭 的 ,这 与 有 理 数 不 完 备 有 关 . 为 了 说 明 实数 集 的 完备 性 ， 
我 们 给 出 六 个 基本 定理 ,它们 是 :中 确 界 存在 定理 ;加 单调 有 界 准则 ; 
@ 闭 区 间 套 定理 ;@ 致密 性 定理 ; @@ 有 限 覆 盖 定 理 ; @ Cauchy 收敛 原 
理 . 

首先 把 “ 确 界 存在 定理 "作为 出 发 点 ,用 来 证 明 其 他 结论 .最 后 证 明 
这 六 个 定理 是 等 价 的 ,证 明 的 总 体 过 程 是 : 

0- 一 0 一 0 一 0 一 0 一 9 


1.1.1 确 界 存在 定理 


对 非 空 的 数 集 EE, 若 存在 实数 8, 使 得 VY zxEE, 均 有 xB8, 则 称 8 
为 数 集 EE 的 一 个 上 界 .显然 ,任何 大 于 有 的 实数 都 是 数 集 EE 的 上 界 .类 
位 地 , 若 存在 实数 a ,使 得 VxEE, 询 有 x 之 a, 则 称 a 为 数 集 EE 的 一 
个 下 界 . 任 何 小 于 a 的 实数 都 是 数 集 E 的 下 界 . 

车 数 集 E 既 有 上 界 又 有 下 界 , 则 称 巨 有 界 . 

在 巨 的 所 有 上 界 中 是 否 存在 最 小 的 上 界 ? 在 EE 的 所 有 下 界 中 是 
否 存 在 最 大 的 下 界 ? 为 解决 这 一 问题 , 先 给 出 确 界 的 概念 . 


第 1 章 极限 续 论 3 


定义 1,1 给 定数 集 EE, 若 存在 一 个 数 8, 满 足以 下 两 个 条 件 : 

(1)YxEE, 均 有 x 志 B; 

(2) Ye >0, 至 少 存在 一 个 数 zuE 开 ,使 z。>B6-e. 
则 称 8 为 E 的 上 确 界 . 记 为 

B= supE, 

或 者 B= suplz|. 

这 里 ,sup 是 supremum 的 缩写 . 

定义 中 的 第 一 个 条 件 意味 着 8 是 EE 的 上 界 之 一 ,而 第 二 个 条 件 表 
明 凡 小 于 8 的 数 都 不 是 E 的 上 界 ,换言之 ,8 是 EE 的 最 小 上 界 . 

定义 1.2 对 给 定 的 数 集 巨 , 若 存在 一 个 数 a, 满 足下 面 两 个 条 
件 : 


(1)YxEE, 均 有 Xz 之 a; 

(2) Ye >0, 至 少 存在 一 个 数 x。 EE ,使 z。<a+e. 
则 称 a 为 E 的 下 确 界 . 记 为 

a = in{E, 
或 者 a= ipf {zx}. 

这 里 ,inf 是 infimum 的 缩写 . 

第 一 个 条 件 说 明 a 是 E 的 下 界 之 一 ,而 第 二 个 条 件 说 明 a 是 E 的 
最 大 下 界 . 

定理 1.1 若 数 集 已 有 上 (下 ) 确 界 , 则 上 (下 ) 确 界 是 惟一 的 . 

证 明 用 反 证 法 . 

设 8, ,8B, 均 为 五 的 上 确 界 , 且 Bi 关 B, .不 妨 设 8 >p. 取 se>0 使 
0<s<p8, -6,, 由 于 8 是 上 确 界 ,有 zoE 巨 ,使 x。> P11 一 e> PBs. 这 与 
8, 是 五 的 上 确 界 矛 盾 . 

证 毕 . 

由 于 有 限 数 集 内 必 有 最 大 数 和 最 小 数 存在 ,因此 ,这 个 最 大 (小 ) 数 
就 是 这 个 有 限 数 集 的 上 (下 ) 确 界 .对 无 限 数 集 就 不 一 定 存在 上 、 下 确 界 
了 .如 自然 数列 ni 没有 上 界 , 当 然 不 存在 上 确 界 ; 同 理 , 负 整 数 数列 
{ -nl 不 存在 下 确 界 . 
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值得 注意 的 是 ,一 个 无 限 数 集 EE. 即使 它 有 上 (下 ) 确 界 8(a), 这 个 
p(a) 也 不 一 定 属于 巨 .例如 数 集 | 二 |， 是 让 整数 | ,其 上 确 界 8=1, 下 


确 界 «=0.8€EFE 而 a& ,对 这 种 情况 我 们 称 数 集 可 以 达到 上 确 
界 ,而 达 不 到 下 确 界 .显然 , 当 … 个 数 集 瑟 可 以 达到 上 (下 ) 确 界 8(a) 
时 , 则 3(e) 必 是 数 集 上 上 的 最 大 (小 ) 数 

例 1.1 下 =42.4,6.…, 27 的 下 确 界 < =2 且 可 达到 ,上 确 
界 不 存在 . 

:= 一 1 一 3,-5,… ,一 (2n 一 1),…| 的 下 确 界 不 存在 ,上 确 界 
B= 一 1 征 可 达到 . 

EE;= 1x10< xz 全 1; ,其 下 确 界 a ==0 达 不 到 ,上 确 界 8=1 且 可 达 
到 . 

FE,= 1x10<x<1l, 其 下 确 界 a=0 与 上 确 界 8=1 都 达 不 到 . 

数 集 巨 的 上 (下 ) 确 界 还 有 一 个 重要 性 质 : 若 8(a) 为 EE 的 上 (下 ) 
确 界 ,并 且 B(a) 不 属于 请 , 则 EE 中 必 存 在 数列 1z ,使 x, 一 B(x 一 
a). 

如 果 数 集 玉 有 .上 (下 ) 界 ,那么 它 是 否 一 定 有 上 (下 ) 确 界 呢 ?这 与 
所 讨论 的 问题 立足 于 哪个 数 集 有 关 . 如果 局 限 在 有 理 数 集 上 ,绪论 是 不 
成 立 的 .例如 对 于 下 面 两 个 有 理 数 的 子 集 : 

E,= {rir <2 的 正 有 理 数 1， 
EE,=1rlr >2 的 正 有 理 数 | ， 

数 集 EE, 中 没有 最 大 数 ,下 , 中 没有 最 小 数 . 数 集 五 , 有 上 界 , 且 数 集 已 ， 
中 所 有 的 数 都 是 E, 的 上 界 .因为 不 存在 满足 一 =2 的 有 理 数 >, 所 以 
数 集 E, 在 有 理 数 集 Q 中 不 存在 上 确 界 .同样 , 数 集 E, 在 有 理 数 集 Q 
中 不 存在 下 确 界 .事实 上 ,无 理 数 V2 既 是 已 ; 的 上 确 界 , 又 是 EE, 的 下 确 
界 . 

在 实数 范围 内 ,有 下 面 的 基本 定理 . 

基本 定理 1 有 上 界 的 非 空 数 集 必 有 上 确 界 , 有 下 界 的 非 空 数 集 
必 有 下 确 界 . 


id 
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这 个 基本 定理 从 直观 上 并 不 难 理解 . 设 下 是 一 个 非 空 的 有 上 界 的 
数 集 , 当 中 的 元 素 由 小 到 大 不 断 增加 时 ,由 于 它 有 上 界 , 而 所 有 的 上 
界 在 数 轴 上 是 连续 分 布 的 实数 ,所 以 ,可 以 想象 ,在 数 轴 上 一 定 存 在 一 
个 点 A ,在 点 A 的 右边 不 再 有 五 中 的 元 素 . 这 个 点 A 就 是 数 集 EE 的 上 
确 界 . 

例 1.2 证 明 : 若 A 与 B 是 两 个 非 空 数 集 ,对 VYrEA 及 Vy€8B 
有 zx 三 y, 则 

supA< 和 infB . 

证 明 因为 对 YrEA 及 VyE€B 有 zy, 所 以 A 有 上 界 (B 中 
每 个 元 素 都 是 A 的 上 界 ),B 有 下 界 (A 中 每 个 元 素 都 是 B 的 下 界 ). 由 
确 界 存在 定理 知 ,supA 与 infB 都 存在 . 

假设 supA >infB , 则 取 s=supA -infB >0. 对 此 ,存在 y, EB 使 
得 

yo<intB+e=infB+ (supA — in{fB)= supA. 
因为 对 VYxEA 有 x 三 yo ,可 见 yo。 是 A 的 一 个 上 界 .又 因为 supA 是 A 
的 最 小 上 界 ,所 以 supA 委 .从 而 得 到 supA 委 yw<supA ,这 是 不 可 能 
的 . 故 应 有 supA 委 infB . 


1.1.2 单调 有 界 准则 


基本 定理 2 单调 有 界 数列 必 有 极限 . 

证 明 设 1y,} 是 单调 增加 的 有 界 数列 .由 确 界 存在 定理 知 , 必 有 上 
确 界 B= sup!y, |}. 

现在 来 证 明 y, 一 B(n 一 %). 

由 上 确 界 定义 有 :Q@y, 志 B(n=1,2,…);@@Ve >0, 在 {y, | 中 存在 
数 w ,使 yv>>B-e. 由 于 |y, | 是 单调 增 的 数列 ,因此 当 n>N 时 有 > 
> yn; 从 而 有 y, > 8 一 .也 就 是 说 , 当 n>N 时 恒 有 0 委 8- <e., 所 
WM lim y, = 8. 

同 理 可 证 ,单调 有 下 界 的 数列 也 必 有 极限 ,其 极限 就 是 它 的 下 确 
界 . 
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证 毕 

推论 若 |y, 1 是 单调 增 的 无 界 数列 , 则 y, 一 + %; 阁 {fy, | 是 单调 
减 的 无 界 数列 , 则 y, 一 一 

这 是 因为 单调 增 的 无 界 数列 必 不 以 有 限 数 为 其 上 界 , 故 可 认为 它 
的 上 确 界 为 + co ;同样 ,可 以 认为 单调 减 的 无 界 数列 的 下 确 界 为 - ee . 

例 1.3 设 w =vV2,as=V2+VI，… 2+V2+…+Vv5(x 
重 根 号 ),… ,证 明 lima， 存在 ,并 求 其 值 . 

证 明 数列 1a,1 为 al =V2,as = V2+al,,a, =V2ta, 1 
显然 有 aa < oa, .如果 ca <aw,， 则 有 2+a <2+a， 从 而 oa = 
V2+w <v2+a =asi 故 1a,} 为 单调 增 数列 . 


2+ an 
因为 a 一 VDTar >VI,o3 =2+a, 从 而 有 ao 一 人 全 = 


nt] 


2 2 二 < 方 +1= =V2+1, 故 |a,| 有 上 界 . 
由 单调 有 界 准则 ,数列 | a,1 的 极限 存在 . 设 lima, = a. 由 
ar+1 MV 2+a,, 
令 n 一 品 取 极限 得 
a =2+a, 
解 得 a = -1 或 a=2. 因 为 a, >0, 所 以 a 不 可 能 等 于 -1, 故 
lima., 一 2. 


1.1.3 闭 区 间 套 定理 


基本 定理 3 设 i[a, ,5b,]| 为 闭 区 间 序 列 , 并 且 满 足 条 件 : 
(1)[ai ,b1]>[a; ,6b; La; , 0] 二 … 二 [a， , 0] 二 …; 
(2) limm (8, 一 ao)=0， 


则 存在 惟一 的 点 ,使 得 8€ 但 [a,,6,], 且 {4,1 ,15,1 同 时 收 化 于 &. 
证 明 由 条 件 (1) 知 对 任意 x 有 


| 
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a Arr 人 br ob,- 
即 1a,} 为 单调 增 有 上 界 的 数列 ,|6, | 为 单调 减 有 下 界 的 数列 ,根据 单 
调 有 界 准则 知 fa 上 和 1b,} 都 收敛 . 设 lima,= a,limb, = 8B, 而 且 对 一 切 
n 掏 有 a, 委 c 委 8 委 包 .由 条 件 (2) 知 
lim(b,— a)= limb, ~ lima,= 8B-a=0. 
所 以 a=B. 记 4=a=p, 有 a,<6<6,,n=1,2,… 即 $€ 们 [a,,b,]， 
lima, = limb, = 
再 证 6 的 惟一 性 . 设 男 有 7€ 们 [6,6,], 则 14- &1<b, 一 40 
(no0). 即 = 
证 毕 . 
~、 、 1 1 
例 1.4 对 闭 区 间 序列 : [0,1] |0, 序 |, …, |0, 志 |],… 显 然 有 


[0, 鞋 ]= [0 二,a=12,… 及 tm 六 =0. 根 据 闭 区 间 套 定理 ,有 0 


例 1.5 WY2 的 小 数 部 分 第 & 位 的 不 足 近似值 与 过 剩 近似 值 组 成 
的 闭 区 间 序 列 ;[1.4,1.5],[1.41,1.42],[1.414,1.415] ,…. 若 用 a,， 


B, 分 别 表示 V2 的 小 数 部 分 第 ” 位 不 足 近似 值 与 过 剩 近 似 值 , 则 有 
La, ,B, I Ola, ,Bri], 


及 lim(B, -0,) = limior -0. 
由 闭 区 间 套 定理 有 $=V2E€ 站 [ep,]， 


应 当 注 意 , 闭 区 间 套 定理 中 的 两 个 条 件 缺 一 不 可 .也 就 是 说 ,如 果 
两 个 条 件 中 有 一 个 不 成 立 ,都 不 能 保证 定理 的 结论 成 立 .另外 ,在 有 理 
数 集 上 闭 区 间 套 定理 是 不 成 立 的 .如 上 面 的 例 1.5. 


1.1.4 致密 性 定理 


致密 性 定理 也 叫 列 紧 性 定理 或 Bolzano-Weierstrass 定理 , 它 是 应 
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用 广泛 的 定理 之 一 .后 面 闭 区 间 上 连续 函数 的 有 界 性 定理 ,最 大 .最 小 
值 存在 定理 及 Cantor 定理 等 都 可 以 用 它 证 明 . 我 们 从 子 列 的 概念 开 
始 . 

1. 子 列 

定义 1.3 在 数列 |x, | :zx ,Xz ,X33，… ,7X。，… 中 , 自 左 向 右 任意 选 
出 无 穷 多 项 ,并 按 它们 在 原 数列 中 的 先后 顺序 排 成 一 个 新 的 数列 . 称 此 
新 数列 为 原 数列 {z,} 的 子 列 . 记 为 

IT 9 Tn Ta 

其 中 ENC(k=1,2, i), 有 nnn 人 ,而 n> 
+ o0(k—o00). 

& 表示 z, 在 子 列 中 是 第 & 项 ,zw 表示 x 在 原 数列 1 zx, | 中 是 第 x 
项 .显然 ,对 每 一 个 上 ,都 有 ni 之 k. 任 给 正 整 数 有 和 4, 若 有 之 1, 则 半 
之 nn; 反之 ,车 之 n;, 则 h 之 1. 因 为 在 子 列 {x, | 中 的 下 标 是 而 不 
是 m4, 故 {x1 收 全 于 a 应 当 这 样 叙 述 :Ve>0, 必 存在 正 整数 K, 当 上 
>K 时 , 恒 有 | xz -al<e 成 立 .这 时 , 记 为 limnzw = a. 

关于 子 列 的 极限 与 原 数列 的 极限 之 问 的 关系 有 以 下 定理 . 

定理 1.2 lim x, = a 的 充分 必要 条 件 是 数列 1x, | 的 任何 子 列 
(x 1 都 收敛 于 a. 

证 明 ”因为 {x, | 也 可 以 看 成 是 它 自 己 的 一 个 子 列 , 所 以 充分 性 成 
立 . 下 面 证 必要 性 . 

设 1z, | 是 1x,1 的 任 一 子 列 .因为 lim x, = a, 所 以 We >0, 存 在 正 
整数 N ,使 得 当 n>N 时 有 |zx, al<e 成立 . 取 K=N, 则 当 &>K 
时 有 n>nx 之 N ,此 时 有 | zx。 —a [<e. 故 limzn =a. 


证 毕 . 
由 定理 1.2 知 ,车 在 1zx,1 中 有 一 个 子 列 发 散 ,或 有 两 个 子 列 不 收 
敛 于 同一 极限 , 则 1z,| 发散. 例如 ,数列 0,1,0,1,0,… 一 定 发 散 ,因为 


它 有 两 个 子 列 分 别 收敛 于 0 及 1. 
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例 1.6 设 zx, =sin 至 ,从 1zoj 中 取出 两 个 子 列 
{ xa :sin , sin2n, sin3r, ,sinRT 


9x 13r ( 


{ rear2! :sin 3 Sin 7 ,Sin 7 Sin|2RT 十 至 ),… 


第 一 个 子 列 的 极限 为 0, 第 二 个 子 列 的 极限 为 1, 因 此 发 散 . 


另外 ,定理 1.2 对 aua=co(+oco 或 -oo) 的 情形 亦 成 立 . 即 lim x, = 
% 的 充分 必要 条 件 是 ,对 {x, | 的 任 一 子 列 {zx。 [有 limzw = oo . 

2. 致 密 性 定理 

基本 定理 2 说 明了 单调 有 界 数列 极限 的 存在 性 ,这 是 数列 极限 在 
在 的 一 个 重要 判别 法 .但 若 数列 不 是 单调 的 ,这 个 定理 就 失效 了 .对 一 
般 有 界 数列 , 若 它 收敛 , 则 它 的 任 一 子 列 与 母 列 ( 原 数列 ) 收 敛 于 同一 极 
限 ; 但 车 母 列 发 散 , 它 是 否 还 有 收 争 的 子 列 呢 ?我 们 有 下 面 的 基本 定 
理 . 

基本 定理 4 有 界 数列 必 有 收敛 的 子 列 . 

证 明 设 {z} 为 有 界 数列 . 即 存 在 实数 ae, ,使 ae< 委 rz 委 5(2=1， 
2,…). 等 分 [a ,5 为 两 个 区 间 , 则 至 少 有 一 个 区 间 含 有 ji z, | 的 无 穷 多 
项 , 记 这 个 区 间 为 [a1 ,6b1]( 如 果 两 个 区 间 都 含有 无 穷 多 个 xz; , 则 任 取 
其 一 作为 [a, ,5,1). 再 等 分 [a, ,561] 为 两 个 区 间 , 记 含有 无 穷 多 个 zx， 
的 区 冶 为 La, ,5,1. 如 此 不 断 地 继续 下 去 ,得 到 一 个 闭 区 间 序 列 和 [a,， 
5b, ] | , 它 满足 : 

(1)[a,b] Dla ,pb 了 [aa 0] 了 了 [ae ,b, DO; 


sin 2 
4 


(2)6, 一 an = 0 0%). 

由 闭 区 间 套 定理 知 , 必 存在 惟一 的 点 ,使 得 EE 1a,5b], 且 ¢€ 
用 [oa,, 思 ], 同 时 4, 一 ,5b, 一 和 ,而 且 每 个 闲 区 间 [a, ,6, ] 中 均 仿 有 
{xz, | 中 的 无 穷 多 项 . 


在 [al,5,] 中 任 取 {z, | 中 的 一 项 , 记 为 xz, .由 于 [az ,Bb ] 中 也 含有 
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无 穷 多 个 x, , 故 它 必 含有 x 以 后 的 无 穷 多 项 ,在 这 些 数 中 任 取 一 项 ， 
记 为 zx， ,na > ni， 继续 在 每 一 区 间 [as ,px 中 都 这 样 取出 一 个 数 Tn 
得 到 {zx, 1 的 一 个 子 列 {tz。 i, 其 中 ny<…<n,<…, 且 0 x, 祥 
BD， 令 本 co ,由 于 au 一 上 一 和 故 zw 一 ， 

证 毕 . 

当 数 列 无 界 时 ,虽然 不 能 应 用 致密 性 定理 ,但 也 有 一 个 类 似 的 性 
质 , 它 刻画 了 无 界 数列 的 特性 . 

定理 1.3 若 {z,! 是 一 个 无 界 数列 , 则 存在 {z,| 的 子 列 | zx。 | ,使 
得 Tu 99 ， 

证 明 因为 1z,} 无 界 , 故 YM>0, 必 存在 正 整 数 ,使 |z…| > 
AT . 

今 取 M=1 ,存在 ma ,使 |z。 |>1; 

再 取 M=2, 在 nl 之 后 必 存 在 n> ,使 1z。 | >2; 

又 取 M=3, 在 n, 之 后 必 存 在 za ,使 rz | >3; 

由 此 得 到 一 个 子 列 fz。 iaa<aa< < 有 < …) ,使 得 |z。 | >&, 
=1,2,…, 即 证 明了 zx。 >oo(k>o0). 

证 毕 . 

3. 上 极限 和 下 极限 

定义 1.4 若 数 列 { z， 1 存在 收敛 子 列 , 则 收敛 子 列 的 极限 值 叫 该 
数列 的 聚 点 . 若 数 列 { zx,} 有 子 列 趋 于 无 穷 大 (+ co 或 - co ), 称 该 数列 
有 无 穷 从 点 . 

由 基本 定理 4 知 , 有 界 数 列 至 少 有 一 个 有 穷 的 聚 点 , 若 这 个 聚 点 是 
惟一 的 , 则 它 就 是 该 数列 的 有 穷 极 限 . 一 个 无 上 界 的 数列 至 少 有 一 个 正 
无 穷 聚 点 ,一 个 无 下 界 的 数列 至 少 有 一 个 负 无 穷 察 点 .因此 , 任 一 数列 
{x1 的 所 有 聚 点 组 成 的 集合 E 是 非 空 的 .可 以 证 明 , 这 个 集合 一 定 
有 最 大 值 和 最 小 值 . 即 有 如 下 定理 . 
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定理 1.4 数列 x, | 一 定 存在 最 大 聚 点 (有 限 的 或 无 穷 的 ) 和 最 小 
聚 点 (有 限 的 或 无 穷 的 ). 

证 明 从 略 . 

定义 1.5 称 数列 !x, {的 最 大 到 点 (有 限 的 或 无 穷 的 ) 为 此 数列 的 
上 极限 . 记 为 lim zx， ; 称 数 列 1x, | 的 最 小 聚 点 (有 限 的 或 无 穷 的 ) 为 此 数 
列 的 下 极限 . 记 为 im x,. 

美 于 数列 的 上 、 下 极限 与 数列 的 极限 之 间 的 关系 ,有 以 下 结论 . 

定理 1.5 limz, A( 有 限 数 或 无 穷 大 ) 的 充分 必要 条 件 为 lim x， 
= jim 7， =A. 

该 定理 由 定理 1.4 及 上 .下 极限 的 定义 容易 得 到 .总 之 , 任 一 个 数 
列 , 不 一 定 在 在 极限 ,但 一 定 存在 上 极限 和 下 极限 . 


例 1.7 设 z,=cos 23, 求 im， , lim Xx, . 


解 由 于 一 地 cos 纪 x<1 ,而 当 n=3k(k=1,2,3,…) 时 ,zx > 


1(k>00); 当 n=3k+1(k=1,2,3,…) 时 rati 一 一 于 (Aco), 于 是 


有 


limz, =1, limz, = -六 ， 


例 1.8 设 xz, =n+(-1)"n, 求 limz,， limz,. 
解 {x ,| 有 两 个 具有 极限 的 子 列 ( 含 极限 为 + oo 的 情形 ): 子 列 
[zz | 的 极限 为 + % ,而 子 列 1z2,_11 的 极限 为 0, 于 是 


lim zx, = + oo ,lmz, =0. 
1.1.5 有 限 履 盖 定 理 


有 限 覆 盖 定 理 又 称 Borel 定理 . 先 介绍 区 间 的 覆盖 概念 . 
定义 1.6 设 王 是 一 个 区 间 集 合 ( 即 EE 的 元 素 为 区 间 ), 了 为 某 一 
个 区 间 ( 开 或 闭 都 可 以 ). 若 对 VEET, 可 在 巨 中 找到 一 个 区 间 4 ,使 
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E A, 则 称 为 1 的 一 个 覆盖 ,或 称 E 覆盖 了 区 间 工 . 
例如 ,区 间 集 |[ 9, 去) ,[ 序 .于 ) [到 ,于 [| 
(= n+l 


7'3)'L34 
( 

- ,3) … | 覆盖 了 区 间 (0,1)， 

基本 定理 S( 有 限 覆 盖 定 理 ) 车 由 开 区 间 所 构成 的 区 间 集 EE 覆盖 
一 个 闭 区 间 [a ,5], 则 总 可 以 从 五 中 选 出 有 限 个 区 间 ,使 这 有 限 个 区 
间 覆 盖 [< ,5]. 

证 明 用 反 证 法 . 设 [a,2] 不 能 被 中 有 限 个 区 间 所 覆盖 . 等 分 
[Fa ,0 为 两 个 区 间 , 则 其 中 至 少 有 一 个 区 间 不 能 被 E 中 有 限 个 区 间 所 
覆盖 ,把 这 个 区 间 记 为 [ae, ,2 ] .再 等 分 [La ,bi], 记 不 能 被 E 中 有 限 个 
区 间 所 覆盖 的 那个 子 区 间 为 [a; ,6 ] .这样 继续 分 割 下 去 ,得 到 一 个 区 
间 序 列 和 [a, ,5, ]| ,并 满足 下 列 三 个 条 件 : 

(Dla,bl ola,bil Dla,b lO OLa,,b, ID; 


及 [1,2] 覆 着 了 区 间 [0,2]. 又 如 ,区 间 集 (0 


(2)b, a = O(n); 


(3) 每 一 个 [a, ,5b, ] 均 不 能 被 EE 中 有 限 个 区 间 所 覆盖 . 

显然 1a, | 是 有 界 数列 ,由 致密 性 定理 知 存在 收 伍 的 子 列 和 a, |. 

设 liima, = &. 则 根据 上 述 条 件 (2), 必 有 lim pb。 = &. 注意 到 &€ 
[a ,5]. 因 为 E 覆盖 了 [a ,5], 由 覆盖 的 定义 知 在 巨 中 至 少 存在 一 个 
开 区 间 , 设 为 (a,B), 使 得 EE (a,B). 因 为 

limea,, = limé, 二 

所 以 存在 自然 数 &。, 使 得 a。,5。Ela,B). 故 有 [a。,b, ]C(a, 
B). 这 与 所 得 的 条 件 (3) 矛 盾 . 

证 毕 . 

应 当 注 意 ,在 定理 的 条 件 中 , 若 王 不 是 开 区 间 集 ,或 1a ,6] 改 为 非 
闭 区 间 , 则 从 三 中 就 不 一 定 能 选 出 有 限 个 区 间 来 覆盖 .本 段 开始 时 所 
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举 的 两 个 例子 就 是 很 好 的 反例 . 

有 限 覆 盖 定 理 揭示 了 有 界 闭 集 的 基本 属性 , 即 紧 性 .所 以 它 也 是 刻 
画 实 数 完备 性 的 主要 形式 之 一 . 

当 把 “局 部 ”性质 扩充 到 整体 时 ,可 用 有 限 覆 盖 定 理 .例如 ,着 函 数 
f(x) 在 闭 区 间 [a,b1i 上 连续 , 则 f(x) 在 [a,5] 内 每 一 点 C 处 连续 . 当 
然 ALz) 在 C 的 某 个 邻 域 N(C) 内 有 界 . 如何 由 此 推出 f(x) 在 区 间 
[a,51 上 有 界 ( 即 整体 有 界 ) 呢 ? 因为 C 是 La,p0] 内 任 一 点 ,所 以 [au， 
b] 内 所 有 点 的 邻 域 集合 | N (CGC)|CETwu,b11 构 成 了 无 限 的 开 区 间 集 ， 
它们 覆盖 了 [a ,6b]. 如 果 能 从 这 个 开 区 间 集 中 选 出 有 限 个 邻 域 ,而 这 有 
限 个 邻 域 覆盖 了 [a ,5], 则 问题 就 可 以 解决 了 .而 有 限 覆 盖 定 理 恰恰 解 
决 了 这 个 问题 ,这 样 的 有 限 个 邻 域 是 存在 的 .所 以 ,可 以 断言 , f(x) 在 
[a,5b5] 上 是 有 界 的 . 


1.1.6 完备 性 定理 (Cauchy 收敛 原理 ) 


根据 数列 极限 的 定义 ,证 明 一 个 数列 收敛 ,必须 首先 知道 它 的 极限 
值 .但 数列 的 极限 即使 存在 也 不 是 事先 知道 的 .单调 有 界 数列 有 极限 仅 
是 一 个 充分 条 件 ,仅仅 提供 了 一 个 判断 数列 收敛 的 条 件 ,而 且 仅 适 用 于 
单调 数列 .有 没有 一 个 从 给 定数 列 的 本 身 判 断 它 是 否 收敛 的 充 要 条 件 
呢 ? 下 面 将 要 介绍 的 基本 定理 6 就 是 一 个 一 般 的 判断 数列 收敛 的 准 
则 , 称 之 为 Cauchy 收敛 原理 ,或 完备 性 定理 . 它 在 理论 上 具有 重大 意 
义 . 

基本 定理 6 数列 1z,} 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 :Ye >0, 存 在 正 整 
数 N, 当 m,n>>N 时 , 恒 有 |x, 一 x | 过: 成立. 

证 明 必要 性 . 

设 fm 二 a, 则 Ye>0, 存 在 正 整 数 和 NN, 当 m,n>N 时 有 |x, 一 


al< 广 ,1x, ~al< 方 成 立 .从 而 当 m,n>N 时 


[rr li altlr, -al<3 + = 


2 
充分 性 . 
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设 数 列 | zx, | 满足 条 件 : Ye >0, 存 在 下 整数 NN, 当 m,n>N 时 , 恒 
有 ix 一 xz, | < 成 立 .给 定 。=1, 必 存在 正 整 数 No, 当 n> No,m= 
No+1 时 有 |zx, 一 zn +11<1, 由 此 当 n> No 时 有 
EE 
所 以 {zx, 为 有 界 数列 .不 妨 设 a 夺 x, 志 6 ,n=1,2,3,…. 
假设 和 zx, | 不 收敛 . 当然 [a ,5] 中 的 任意 一 点 C 都 不 是 1x, | 的 极 


限 . 则 必 存 在 s >0, 对 任意 正 整数 M ,都 存在 正 整数 m > M ,使 得 | x 
一 C| 辫 su， 


由 已 知 ,存在 正 整 数 N, 当 m,n>N 时 有 |z， -zn|< 邓 . 另 一 方 
面 , 一 定 存在 正 整数 m, > N ,使 得 |z。- C| 之 eo. 因 此 , 当 n>N 时 有 


tm- Cl>lzo - Cl- |z,- x1>7. 


从 而 在 (C- 凶 ,C+ 尝 中 只 包含 1z, 1 中 的 有 限 项 .对 [4,5] 中 的 每 一 


点 都 能 作出 这 样 一 个 开 区 间 .这 无 限 个 开 区 间 覆 次 了 fa ,51. 根 据 有 限 
盖 定 理 ,一 定 可 以 从 中 选 出 有 限 个 开 区 间 ,使 这 有 限 个 开 区 间 覆 盖 

[ua ,61. 因 为 每 个 开 区 闻 只 包含 {z 中 的 有 限 项 ,从 而 La ,6] 中 只 包含 
ix,l 中 的 有 限 项 .这 与 5 .a 分 别 是 {x,1 的 上 界 及 下 界 子 盾 . 

证 毕 . 

Cauchy 收敛 原理 在 几何 上 是 非常 直观 的 . 若 {x, 1! 是 一 个 收敛 于 a 
的 数列 , 则 它 是 有 界 的 . 随 着 n 的 增 大 ,在 数 轴 上 ,1{x,1 的 各 项 越 来 越 
靠近 a ,任意 两 项 之 间 的 距离 也 越 来 越 小 .任意 两 项 之 间 的 距离 可 以 任 
意 小 ,只 须 n 充分 大 .反之 亦 成 立 . 

Cauchy 收敛 原理 也 可 以 写成 如 下 的 另 一 种 形式 . 

数列 | zj 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :Ye >0, 存 在 正 整 数 N, 当 n> 
时 ,对 一 切 正 整数 娟 , 恒 有 |z,:。 一 了 n 1|<se 成 立 . 


例 1.9 证 明 让 伍 ， 
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( 设 m>n) 


四 sin(n 十 1) ， sinm 
27 2 


1 
ln 一 
Ye>0, 取 N= bah 则 当 m>n>N 时 必 有 元 <<s， 从 而 


| zx, 一 ,| 之。 成立. 根据 Cauchy 收敛 原理 ,数列 | z,1 收敛 . 


例 1.10 证 明 r,=1+ 二 + 椰 +…+ 工 是 发 散 的 ， 
证 明 对 任意 正 整 数 2 , 取 冯 =22 ,有 
可 _ 1 1 .., 1 
[en | 
> 1 1 
nt+n n+i+n ntn 2 


故 着 取 。= , 则 无 论 N 取 多 么 大 , 当 n>N,m=2n>N 时 ,总 有 


1z。 x, | 之 六. 根据 Cauchy 收敛 原理 , zx, | 发 散 . 


以 上 是 数列 极限 的 Cauchy 收敛 原理 ,下 面 给 出 函数 极限 的 
Cauchy 收敛 原理 . 


基本 定理 6 函数 极限 lim f(x) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 : Ye> 
0, 存 在 8>0, 当 0<1z -zo1<8,0<1z, -zo1<83 时 , 恒 有 | (x) 
一 了 A(z)1<e 成 立 . 

证 明 必要 性 . 设 lim/(zx)=A, 于 是 Ve >0, 存 在 6>0, 当 0< 
|z- zol<S$ 时 有 |A(z)- AI< 亏 . 故 当 Ziyz) 满足 0< zi -zol1< 
6,0<lz -zol<f9 时 , 恒 有 |Jz)-Az)|1 委 AGOz)-A+ 
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LACza) -AlI<3+7=e. 


充分 性 .利用 数列 极限 的 Cauchy 收敛 原理 以 及 关于 数列 极限 与 冰 
数 极 限 关 系 的 Heine 定理 可 以 得 出 . 
由 已 知 :Ye>0, 存 在 83>0, 当 0<1z -yc<s,0<12y -< 
6 时, 恒 有 |f(x1) 一 f(x;)|<e. 任 取 数 列 [2,1 使 得 limz， = xzo ,县 7, 
了 关 xXo(n 二 1,2,…), 对 上 述 的 6>0, 存 在 正 整 数 N ,对 一 切 >N, 有 0 
之 ix, 一 Xol 之 58, 对 任意 的 正 整数 p>N ,也 有 0<ix, 一 zo| 达 5, 故 
有 | f(z ) 一 f(x)|<e. 这 样 ,由 基本 定理 6, 以 自然 数 为 变量 的 函数 
列 
fr), fri), fx), fx, ) 
有 有 有限 的 极限 , 记 为 A. 即 limf(x,)=A. 
下 面 证 明 ,极限 值 A 不 依赖 数列 x, | 的 选 法 . 设 |x, 是 另 一 数 
列 , 满 足 limz, 一 xo,zx 关 zo(n =1,2,…), 且 对 应 它 的 函数 值 数列 
f(x, ) 一 A', 则 必 有 A’ = A. 事 实 上 ,假设 A' 沽 A. , 作 新 数列 
TIITE STR Ta Ts 
它 显然 收敛 于 zu ,每 一 项 都 不 等 于 ro ,而 且 对 应 的 隐 数 值 数列 
fOr) fr sf ra) fxs Fr) 
没有 极限 (内 为 它 的 奇 位 项 和 偶 位 项 组 成 的 两 个 子 列 有 不 同 的 极限 
值 ) ,但 这 与 上 面 所 证 明 的 结果 了 矛盾 .所 以 ,对 任意 数列 ji, | ,只要 x, 一 > 
xXo(n 卫 00) 且 天 To(n=1,2,…), 都 有 limf(z,)=A. 
由 Heine 定理 知 lim f(x)=A. 
证 毕 . 
1.1.7 基本 定理 的 等 价 性 


为 了 证 明 关 于 实数 的 六 个 基本 定理 是 等 价 的 ,最 后 我 们 进行 由 @ 
一 的 证 明 . 即 由 Cauchy 收敛 原理 来 证 明确 界 存在 定理 . 
设 巨 为 有 上 界 的 非 空 实数 集 , 其 上 界 为 5b. 对 VaEE, 则 有 a<。 
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(否则 有 a= supE). 考 察 4 ,车 3 是 的 上 界 , 则 令 [a, 64] 
| 4 本人] ,再 则 令 T e451] = [4 记 ,6]; 同 样 ,再 考察 全 方 全 , 若 


947 外 是 忆 的 上 界 , 则 令 [es,6s]= | ae 全 |, 香 则 令 [La 和] 
[2 3， b, | ;重复 上 面 的 过 程 ,得 到 1a， 1 和 1 2 1 两 个 数列 , 且 对 任意 
的 正 整数 n,5, 是 EE 的 上 界 ,Ef[a, ,b,j] 取 3. 


当 m,n>M(M i -bl<by- dy 人 A 


mw 0. 出 此 可 知 Ye>0, 一 
定 存在 正 整数 N , 当 SN 时 , 恒 有 |65, 一 5,|<e,la, -a,l<e 
成 立 .由 Cauchy 收敛 原理 , lim a 与 limb， 存在 . 
又 因为 有 lim(b， — a,) =0, 所 以 lim 6b， = lima,. 设 lima, = Jim 0， 
=e. 下 面 证 明 4 是 已 的 上 确 界 . 
对 任意 的 zxEE, 由 b, 是 五 的 上 界 , 有 >z 委 六 (=1,2,…) ,因此 
limb, = &. 
Ye>0, 因 为 lima, =E, 所 以 存在 正 整数 N ,使 得 cv>8e- es. 再 由 
对 任意 正 整数 n， Enra ,5b,! 关 名 知 , 存 在 :co EE, 使 得 
Loan>E- Ee, 
故 &= supE. 
同 理 可 证 ,有 下 界 的 非 空 实数 集 必 有 下 确 界 . 
证 毕 
这 六 舍 个 基本 定理 从 不 同 的 角度 、 不 同 的 侧面 说 明了 实数 的 完备 性 ， 
在 实数 范围 内 使 得 极限 运算 畅通 无 阻 ,从 而 奠定 了 微 积 分 的 坚实 基础 . 


1.1.8 压缩 映射 原理 


人 ， 


作为 Cauchy 收敛 原理 的 一 个 应 用 ,我 们 讨论 压缩 映射 原理 .压缩 
映射 原理 又 称 为 不 动 点 原理 . 
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定义 1.7 设 函 数 v= p(x) 在 [a,b5] 上 有 定义 . 若 存 在 xE[la,b] 
使 得 z= gp(z) 成 立 , 则 称 z 为 p(x) 的 不 动 点 . 
显然 ,函数 g(xz) 有 一 个 不 动 点 等 价 于 方程 x = p(xz) 有 一 个 根 . 
现在 讨论 g(xz) 的 不 动 点 的 存在 性 .惟一 性 及 其 近似 求法 . 
定义 1.8 若 存 在 满足 0 委 &<1 的 常数 ,使 得 对 一 切 x,yE[a， 
0 有 1 
[p(xr)- p(y)|RR|Ir— yl 
成 立 , 则 称 op 为 La,65] 上 的 一 个 压缩 映射 . 
由 连续 性 的 定义 ,容易 证 得 压缩 映射 p 是 连续 函数 . 
定理 1.6( 压 缩 映 射 原理 ) 设 p 是 [a,b] 上 的 压缩 映射 , 旦 
pgp([a,5]) 忆 [a,61, 则 pg(z) 在 La,5b51] 上 存在 惟一 的 不 动 点 . 
证 明 (1) 首 先 证 明 : Y xz。€ [a,5j, 利 用 递 推 关 系 zx, ,1 = gp (x;)， 
nn 二 0,1,2,… 得 到 一 个 数列 |x,1. 这 个 数列 |x, 1 是 收敛 的 . 
因为 pg([a,5]) 忆 [a ,51, 所 以 x, ELa,5b],n=0,1,2,…. 由 弟 推 
关系 zi= g(x) 和 压缩 映射 的 定义 有 
EA 
=k| p(x 2)— p(x 3) Ek | zr, 2 ~ x | 
pp" |zri~- zol 人 Sh" '(b—a). 
其 中 0 委 &<1. 
所 以 ,对 任意 的 正 整数 p ,有 
[zs — za llr Tap tt zap-1 Trp-2 [t+ 
[za -xa lk +h? +th")(b -a) 
= < ba). 
由 于 k<1, 故 Ve>0, 存 在 正 整 数 N, 当 n>N 时 , 恒 有 
zy 一 ml<i (Oo)<s 


成 立 .由 Cauchy 收敛 原理 知 ,|.r, 是 收敛 数列 . 设 


lim x, = &. 
no0 
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(2) 再 证 明 & 是 不 动 点 . 
对 递 推 关系 zy = p(x ) ,n=0,1,2,… 两 端 取 极限 ,由 yp 的 连续 
性 得 
£= 9(é€). 
所 以 上 是 p(z) 的 一 个 不 动 点 . 
(3) 最 后 证 明 p(z) 的 不 动 点 是 惟一 的 . 
假设 Ef[a,65] 是 pg (xz) 的 另 一 个 不 动 点 .由 &= pg(&) 和 &, = 
gp(&1) 可 得 
Ié-é|1=|1g(€)- op(81) ISR|IE-é&|. 
因为 k<1, 所 以 上 式 只 有 18 一 8&1=0 时 才 成 立 . 故 &1 = &. 即 g(x) 的 
不 动 点 是 惟一 的 . 
证 毕 . 
压缩 映射 原理 不 仅 给 出 了 p(z) 的 不 动 点 的 存在 性 和 惟一 性 ,而 
且 定 理 的 证 明 过 程 还 给 出 了 求解 方程 xz = g(x) 的 近似 根 的 一 种 方法 ， 
即 给 出 了 求 g(xz) 的 不 动 点 的 一 种 方法 . 
任意 取 x。E [fa,5], 由 递 推 公式 x,,1 = p(x ) 得 到 一 个 数列 
和 cr :XosX1 yz 由 定理 的 证 明知 ,数列 | xz, 收敛 于 方程 的 精确 
解 &, 而 且 与 zu 的 选取 无 关 . 所 以 当 充分 大 时 ,数列 中 的 任 一 z。 都 
可 以 作为 方程 的 近似 解 ,而 且 x 越 大 ,精确 度 越 高 .这 种 求 近似 根 的 方 
法 称 为 迭代 法 ,或 逐次 通 近 法 . 
例 1.11 证 明 方程 x=esinz+5 在 |el<1 时 存在 惟一 实 根 . 
证 明 记 p(x)= esinz +5. 设 6 为 方程 的 一 实 根 , 则 有 
|é|=|esin€+6|<lel+16). 
记 a = |e|+151|. 显 然 ,p (x) 是 [~-a,aj] 到 自身 的 映射 , 即 
9p([-a,al)C[-a,al. 对 VYx,yE[-a,aj, 
[g(xr)- p(y)l= |el lsinr — sinyl 


Ty 
2 


=2|el 


十 
sin eos | 


<21el 


sin E32|<lellz -yl 
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由 于 1e|<1, 故 p(x) 是 [ - a,aj]j 上 的 压缩 映射 .根据 压缩 映射 原理 ， 
2(z) 存 在 惟一 的 不 动 点 . 即 方程 x= ssinrz+ 存在 惟一 实 根 . 


1.2 闭 区 间 上 连续 函数 性 质 的 
证 明 及 一 致 连续 
在 高 等 数学 课程 中 ,已 经 给 出 了 连续 函数 的 定义 及 有 关 性 质 . 闭 区 
间 上 连续 函数 的 性 质 是 十分 重 杰 的 .但 当初 只 是 把 这 些 性 质 罗列 出 来 ， 
没有 证 明 .现在 利用 上 节 给 出 的 基本 定理 证 明 这 些 性 质 .然后 再 给 出 -… 
致 连续 的 概念 及 有 关 结 论 . 
1.2.1 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


1. 有 界 性 定理 

定理 2.1 若 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a ,5] 上 连续 , 则 f(xz) 在 [a,b] 
上 有 界 . 

证 明 ”本 定理 有 多 种 证 法 ,现在 用 致密 性 定理 来 证 . 

假设 f(z) 在 [a,51 上 无 界 , 则 任 给 自然 数 ,在 闭 区 间 [a.51 上 
至 少 存在 一 点 z ,使 | f(x,)| >n. 取 n=1,2,3,…, 得 到 一 数列 | x, )， 
zx,E[a,b]. 与 1x,1 对 应 的 函数 值 序列 为 {f(z,)1 ,1 f(zx,)|>>n, 即 


fr) ”n> ). 

由 致密 性 定理 知 ,在 有 界 数 列 1x,| 中 存在 收敛 的 子 列 !z,，1. 设 
limx, = ze. 因 为 wa 魏 zw 委 ,所 以 xoELa,b1. 由 子 列 的 性 质 , 亦 有 
Jr 

另 一 方面 ,因为 Fz) 在 zw 点 连 续 , 所 以 有 lim f(x) = f(x6). 根 
据 Heine 定理 ,有 

limf(x,)= lim f(xz)= f(zx0), 
这 与 /(z。)-=oo 了 矛盾 . 
证 毕 . 
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2. 最 大 (小 ) 值 存在 定理 

定理 2.2 若 f(z) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 f(z) 在 [a ,5] 一 定 
有 最 大 值 和 最 小 值 . 

证 明 由 有 界 性 定理 知 /(x) 在 [a,6] 上 有 界 ,所 以 f(z) 在 [a， 
b] 上 有 上 确 界 和 下 确 界 ,分别 记 为 8 和 4a. 现在 证 明 f(z) 在 [a,b] 上 
可 以 达到 上 确 界 8. 由 上 确 界定 义 ,对 s = 二 (n=1,2,…), 存 在 x, € 
[a ,5] ,使 

8- 了 < 7(z)s8. 

再 由 致密 性 定理 , 有 界 数列 | zx,; 有 收敛 子 列 1 zu | . 设 lim zw = 
zuyxzuE[a,o]. 

因为 /(z) 在 点 zy 连续 ,所 以 有 lim f(z) = lim f(z)= A(zo)， 


又 因 8- 二 < (zu ) 所 8, 由 夹 挤 定理 得 /(zo) = 8. 即 /(x) 在 moE 


[a ,6] 处 取得 最 大 值 f(x。)= B. 间 理 可 证 f(x ) 在 [a,5] 上 取得 最 小 
值 a. 

证 毕 . 

3. 零 点 存在 定理 

定理 2.3 若 f(x) 在 [a,6b5] 上 连续 ,有 是 f(a):f(5)<0, 则 在 (a， 
6) 内 至 少 有 f(z)=0 的 一 个 根 &. 

证 明 应 用 区 间 套 定理 ,不 妨 设 Fe)<0,F(p)>0, 将 [a ,oj 二 等 


分 ,中 点 为 于 (a + 5), 若 (4 )} = 0, 定理 得 证 ; 若 不 然 ,在 区 间 


[ 一 5 jms 3 2,o | 中 必 有 一 个 在 两 端点 处 函数 值 异 号 , 记 此 区 间 
为 [ai ,61], 且 f(a1)<0,/(b,)>0. 再 将 fai,bi] 二 等 分 ,中 点 为 
Ul 十 bi -十 


了 包 , 着 /2 了 全 ] = 0, 定 理 得 证 . 若 不 然 ,继续 重复 上 面 的 过 程 
于 是 有 两 种 可 能 
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(1) 进 行 若干 次 后 ,在 某 分 点 上 函数 值 为 零 , 这 样 ,定理 得 证 ; 
(2) 分 点 处 函数 值 不 为 零 , 此 时 函数 在 两 端点 处 异 号 .得 到 一 个 闲 
区 间 序 列 1[a, ,5,]|. 它 有 两 个 性 质 :DLal ,bi11 太 [a,b 1DD…DD[a,， 


0] 忆 … ,并 且 fla,)<0,f(b,)>0;©@Y nc 时 ,b， 一 Q， 二 2 


0. 由 闭 区 间 套 定理 ,存在 sE [4 ,6], 使 得 lima, = lim&, = 6. 现 在 证 明 
在 点 处 的 函数 值 为 零 

因为 (x) 在 [a,6] 上 连续 , 必 在 点 处 连续 ,因而 /6) = 
lim/(a,)<0, 并 且 (6) = limf(b,) 之 0, 所 以 必 有 f(&)=0. 

证 毕 ， 

函数 的 零点 存在 定理 不 仅 可 以 用 来 判定 方程 /(z) = 0 根 的 存在 
性 ,而 且 可 以 利用 它 的 证 明 过 程 来 求 该 方程 的 近似 解 . 即 不 断 地 等 分 区 
间 [o,,b,],a= 1,2,… ,并 保持 两 端 处 函数 值 异 号 , 当 区 间 的 长 度 5， 

b 


一 Q， 三 


元 “足够 小 的 时 候 , 区 间 [a, ,5, ] 内 的 任 一 点 都 可 以 作为 方程 
f(xz)=0 的 近似 解 . 

4. 介 和 值 定理 

定理 2.4 车 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , /1(5) 隆 f(a),M 是 介 
于 f(a) 与 f(5) 之 间 的 任 一 值 , 则 在 (a ,5) 内 至 少 有 一 点 8, 使 得 /(&) 
=M. 

证 明 令 F(z)= f(z)-M, 则 F(z) 在 [a,b] 上 连续 , 且 F(a) 
=f(a) 一 M 与 F(5)= Ap)- M 异 号 ,由 定理 2.3, 在 (a,5) 内 至 少 
存在 一 点 ,使 得 F(&)=0, 即 FS)= MM. 

证 毕 . 


1.2.2 函数 的 一 致 连续 


下 面 介 绍 一 致 连续 这 一 重要 概念 ,然后 给 出 判断 一 致 连续 的 Can- 
tor 定理 . | 


设 f(z) 在 区 间 5( 开 或 团 , 有 限 或 无 穷 ) 上 连续 , 按 定义 ,AF(z) 在 17 
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的 每 一 点 处 都 连续 , 即 对 
任意 zx。€ 1, 都 有 | 
lm f(z)= f(x。). 或 者 x 
叙述 为 ,Ye >0, 一 定 存 
在 6>0, 当 |x 一 xol<56 


时 , 恒 有 |f(x)~f(zo)| ,i-H-- 
<e 成 立 .一般 来 说 ,对 一 一 | > 
于 同一 个 6, 当 x, 不 同 2 256(xo;2) 


时 ,6 是 不 同 的 .例如 ,y 


图 1-1 
= 上 (0<z<+o%) 在 机 


数 变化 得 慢 的 地 方 ,8 可 以 大 一 些 ,在 函数 变化 得 快 的 地 方 , 即 曲线 比 
较 陡 峭 的 地 方 ,6 就 小 一 些 . 如 图 1-1. 因 此 ,6 既 依 赖 s ,也 依赖 zu , 即 
6=6(e ,xo). 但 在 许多 问题 的 讨论 中 ,要 求 对 给 定 的 e >0, 找 到 一 个 
对 区 间 I 内 所 有 点 都 适用 的 8, 使 得 这 个 8 仅 依赖 e ,与 x。 的 选取 无 
关 . 在 区 间 I 内 这 样 的 8 是否 存在 ? 这 就 需要 引进 一 致 连 续 的 概念 . 

定义 2.1 设 f(z) 在 区 间 I 上 有 定义 ,车 Ye>0, 总 存在 只 与 
有 关 而 与 1 内 的 点 xz 无 关 的 6= 6(e)>0, 使 得 V zi,x2ET, 只 要 | zz， 
一 x2|<6, 就 有 | f(zi) 一 f(x;)|1<e 成 立 , 则 称 f(z) 在 区 间 上 一 
致 连续 . 

显然 , 若 f(z) 在 I 上 一 致 连续 , 则 f(z) 在 I 上 连续 ;反之 不 一 定 
成 立 . 

由 一 致 连续 的 定义 可 以 看 出 , f(x) 在 区 间 了 上 一 致 连续 是 函数 
f(x) 在 整个 区 间 上 的 整体 性 质 , 而 与 区 间 上 点 的 选择 无 关 . 我们 可 以 
说 函数 f(z) 在 点 ze 连续 ,而 绝 不 能 说 函数 f(xz) 在 点 ze 一 致 连续 . 


例 2.1 证 明 y=sin 二 在 (c,1)(0<c<1, 常 数 ) 内 一 臻 连续 ,而 


在 (0,1) 内 不 一 致 连续 . 
证 明 当 c<zx,,xs<1 时 
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| 1 
(f(z) 7 f(x)|= sin= sin 元 
加 2 十 并 | | ， 2 一 并 
2 |sin 冯 1 | cos: ! | 2 | sin 二 ! 
2zixz; || 27z172 2r1X, 
cuz 
[zz CC” 


故 Ye>0, 取 6=c se>0, 当 |zi 一 x;1<6 时 , 恒 有 if(x1)--f(x;s)|< 
,所 以 y= sin 二 在 (c,1) 一 致 连续 ， 
当 考 虑 区 间 (0,1) 时 , 若 取 


Xa 二 - 1 Te 1 元 (n 为 正 整数 )， 
2nn+ 广 2nx- 7 
油 |f(Cz,)- f(z )i=11-(~1)|=2. 
而 lz (nm), 
4n x 一 二 


故 对 于 小 于 2 的 任何 6,>0, 对 无 论 多 么 小 的 8>0, 都 可 以 在 (0,1) 内 
找到 两 点 x, 和 xz,“ ,虽然 |x， 一 ,| 之 6( 只 要 取 充分 大 就 可 以 了 ). 
而 [f(x 人- xz )|=2>e6. 所 以 y=sin 二 在 (0,1) 内 不 一 致 连续 . 


如 何 判断 一 个 函数 是 不 是 一 致 连续 呢 ? 有 下 面 的 Cantor 定理. 
定理 2.5 若 f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 了 (x) 一定 在 [a ,5b1 
上 一 致 连续 . 


证 明 用 有 限 覆 盖 定理 来 证 .对 任意 点 zo。E [a,5], 因 为 f(x) 在 
点 xz。 连续 , 故 Ye>0, 存 在 6=5(zxo,e)>0, 对 于 适合 不 等 式 


1z1 一 zol< 邓 和 |zs~ zo|< 人 的 一 切 1 和 zy,; 有 | 了 (xi)- f(xo)l 
< 了 ,1f(x2)-/(zo)i< 方 :于 是 


|x; -zl 和 17 一 wo + rml< 了 + 人 =8， 
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| PFCz) -zi)l 委 | AGOz)- f(ro)| 十 [f(zx1)— f(ro)| 
< 了 + 广 =e 
这 就 是 说 , Ye >0, 对 于 [a ,65] 上 任 一 点 x ,存在 着 依赖 于 z 的 6， 
>0, 使 得 今 域 N(x, 字 (a 点 有 右 邻 域 ,5 点 有 左 邻 域 ) 内 任意 两 点 
光 1 和 zz ,都 有 
[f(z)- f(r)|<e. 


现 考虑 邻 域 N (xz 中 |， 当 x 取 遍 [a,51 上 一 切 点 时 。 邻 域 
N[z, 宁 构成 一 个 开 区 间 集 E, 它 覆盖 了 [a,5]. 由 有 限 覆 羡 定 理 , 整 


个 闭 区 间 [a ,65] 就 被 从 下 中 所 选取 的 有 限 个 开 区 间 N | zx, ,人 (4 =1, 


2,… ,mm ) 所 覆盖 , 取 8=minl 2 | Yzx,x" ELa,b], 只 要 | 


zx" 1<8, 这 时 ,z 必 属 于 N (zi, 当 (k=1,2,…,mm) 中 的 一 个 , 设 
为 N (zs 守 ], 即 1z 一 zi1< 所 ,又 由 
|z’ -zl<|lr -zi+lzr-zrl<d+~— 


表明 x 和 zx" 都 属于 N (zx.,5 人 -)， 于 是 有 


|f(z)- f(x’ )|<e, 
所 以 f(x) 在 [a ,5] 内 一 致 连续 . 
证 毕 . 
对 于 开 区 间 (c ,2 ) 内 的 连续 函数 f(x), 只 要 在 端点 处 具有 单 侧 极 
限 f(a +0) 和 F2-0), 则 FCz) 在 (a,2) 内 一 致 连续 .对 无 穷 区 间 f a， 
+eco) 上 的 连续 函数 A(z), 若 lim f(z) 存在 , 则 f(x) 在 [a, + 0) 上 
一 致 连续 . 
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习题 1 


1. 设 8=suplEl,B8 人 各 E, 试 证 自 E 中 可 选取 数列 1x, | ,其 极限 为 
B; 又 车 BEE ,情形 如 何 ? 
2. 举 例 : 
(1) 有 上 确 界 无 下 确 界 的 数列 ; 
(2) 达 到 上 确 界 但 达 不 到 下 确 界 的 数列 ，; 
(3) 既 达到 上 确 界 又 达到 下 确 界 的 数列 ; 


(4) 既 达 不 到 上 确 界 ,又 达 不 到 下 确 界 的 数列 .其 中 上 、 下 确 界 都 为 
有 限 值 . 


3. 求 数列 {xz, | 的 上 、 下 确 界 : 
(1)x,=1- 1， 
.nn 
(2)zx,= -nl2+(—2)"]; 
(3) zor = hy ror =1+F(k=1,2,3,.). 
4. 设 f(z) 在 [0, + co) 上 有 定义 , 且 f(x) 单调 增 有 上 界 , 证 明 
lim f(x) 存在 . 


5. 设 a>0,a,=VaVa|Valn 重 根 号 ) ,证 明 lima， 存在 ,并 求 
其 值 . 


6. 设 o =1,a =1+ 二 ,ao =1+ 1 ,saa =1+ 1 
1 1 1 


…, 证 明 lima, 存在 ,并 求 其 值 


7. 设 zi = 去 (zs+ 全 ]，a>0,zi>0, 证 明 limz。 存在 ,并 求 其 
值 . 


、 +b, 、 
8. 设 ai>6;>0,a,11=2 3 一 ,bari 二 Vanb, ,证 明 数列 |a, 1 与 
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1 都 收敛 ,并 且 limza = lim5，. 

9. 试 分 析 区 间 套 定理 的 条 件 : 若 将 闭 区 间 列 改 为 开 区 间 列 ,结果 怎 
样 ? 若 将 条 件 [ ai ,5,] 刁 [a,,5,] 必 … 去 掉 或 将 条 件 5, 一 a, 一 0 去 掉 ， 
结果 怎样 ? 试 举例 说 明 . 

10. 若 {x, 1 无 界 , 且 非 无 穷 大量 , 证 明 必 存在 两 个 子 列 :zx, 一 %， 
ze 一 a(a 为 有 限 数 ). 

11. 设 数列 1x, | 有 界 且 不 收敛 ,证 明 在 {zx, | 中 至 少 存在 两 个 子 列 : 
TV a, Tb(ab). 

12. 若 在 区 间 [a,5] 内 的 两 个 数列 {xz 中 | 及 {zx 站 | 满足 x 一 zx 
一 0(n 一 吕 ), 证 明 在 此 两 数列 中 能 找 出 具有 相同 足 标 mn 的 子 列 ,使 

(1) (2) 


Th ToT ,zo(k>%). 


13. 求 上 极限 iz 和 下 极限 lim z。 : 


了 


2 
(1) x, = Tc0s 3 (2) x, = — sin’ a, 
n 


3 ” 1+l . 4° 
(3)x, = 1+2" 0",; (4) xX, = cos” a 


(5)zx,=(—1)” (+ +sin 人 


14. 已 知 lim z。 =1 ,求证 im (zy, ) = lim y, . 

15. 设 lim z,= + %, 试 证 明 对 |x, | 的 任 一 子 列 |z, | 都 有 lim zw 
= +oo. 

16. 利 用 Cauchy 收敛 原理 讨论 下 列 数列 的 敛 散 性 . 

(1)zx,=aotaiq+aqg +*…+a,g’ (lq|<1,lal<M,k=0,1, 
2,. ,7 ); 


1 sin2 i 
(2)z, =1+ 3 + + + 
(3)z, _ cosl! , cos2! ，.. cos7z ! 


1 
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— COSNAXA. 
(4) xz, nx? 


1.1, .1 
45)7 lt ts+t ta 


17 .证 明 lim f(x) 存在 的 充 要 条 件 是 :Ys >0, 存 在 N>0, 当 xz， 
Xz>N 时 , 忆 有 | f(x1)~~f(z;)1<e. 

18. 证 明 : 

(1)y=sinz 在 (- co,+co) 内 一 致 连续 ; 


(2)y= 寺 在 (c,1)(c 为 常数 , 且 0<c<1) 内 一 致 连续 ,但 在 (0,1) 


内 非 一 致 连续 ; 

(3)y=sinz 在 (- co,+co) 内 非 一 致 连续 ; 

(4)y= zx? 在 [0,+ ee) 上 非 一 致 连续 ,但 对 任何 正 数 M ,在 [0 , M ] 
上 一 致 连续 . 

19. 证 明 :;(a ,5) 内 的 一 致 连续 函数 必 有 界 . 

20. 设 f(z) 在 [a,+ c ) 上 连续 , 且 lim f(z) 存 在 ,证 明 /(z) 在 
[a ,+ co) 上 一 致 连续 . 

21. 用 致密 性 定理 证 明 Cantor 定理 . 
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第 2 章 Riemann 可 积 的 条 件 


函数 的 Riemann 可 积 性 ,固然 可 以 由 定 积 分 的 定义 出 发 来 加 以 讨 
论 .但 由 于 积分 和 式 的 复杂 性 ,在 实际 应 用 中 除了 个 别 简单 的 函数 之 
外 ,具体 讨论 都 比较 困难 . 


本 章 从 分 析 积 分 和 的 极限 特性 出 发 , 找 出 实际 可 行 的 判别 函数 
Riemann 可 积 的 条 件 , 并 且 给 出 定 积分 的 一 些 性 质 . 


2.1 国 数 Riemann 可 积 的 充分 必要 条 件 


2.1.1 通 数 Riemann 可 积 的 必要 条 件 
定义 1.1 设 函数 (x) 在 区 间 [a,b] 上 有 定义 , 任 取 分 点 
d= ,=6, 
把 区 间 [a,5] 分 为 个 子 区 间 :[x ,ri=1,2,… 0) 记 Azi 一 2， 
-zx 1, 称 为 对 区 间 [a ,6b] 的 一 种 分 法 .在 每 一 个 子 区 闻 i x ,i 1! 
上 任 取 一 点 & , 作 和 式 : 


ol(T)= SA(e)ar 
记 ACT)= max A ,如 果 无 论 对 [a ,5b] 采 取 何 种 分 法 工 , 也 不 论 8& 在 


[x 1,z,] 中 如 何 取 法 ,只 要 当 A( 了 ) >0 时 ,和 式 o(T)= 了 3/(&)'Ax 


总 有 确定 的 极限 值 1, 则 称 7 为 函数 f(x) 在 区 间 La ,6bj 上 的 定 积分 , 记 
为 
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了 = lim P(E)Ar =| f(r)dz. 


TO 


函数 f(z) 在 区 间 [a ,5] 上 的 定 积分 | f(z)dzx 又 称 为 Riemann 积 


分 ,和 式 o( 丁 ) 称 为 Riemann 和. 
定 积 分 的 定义 还 可 以 用 “e - 6” 语言 叙述 : 
设 工 为 一 个 固定 的 常数 ,如 果 Ve>0, 总 存在 着 6>0, 使 得 对 于 区 
间 fa ,5 的 任何 分 法 工 , 无 论点 SEE[zr 1,xi](i=1,2,…,n) 怎 样 选 
取 , 只 要 max Ax; =X( 丁 ) <6, 总 有 
1c(T) -Ti<s， 
则 称 工 是 /zxz) 在 区 间 fa ,5] 上 的 定 积分 . 


如 果 f(z) 在 [a .6] 上 的 定 积分 | f(z)dz 存在 , 则 称 f(z) 在 [a， 


b] 上 Riemann 可 积 (简称 可 积 ) ,由 定 积分 的 定义 可 知 ,一 个 在 [a ,65] 上 
可 积 的 函数 Fz), 必 定 是 Le,5] 上 的 有 界 函 数 , 即 栅 数 有 界 是 可 积 的 
必要 条 件 . 

事实 上 ,车 F(z) 在 La,2] 上 无 界 , 对 于 任何 一 种 分 法 T, f(z ) 必 
在 某 一 个 子 区 间 [z ,zj 上 无 界 , 在 此 子 区 间 上 可 取 一 点 后 ,使 


17(eD)Az | 大 于 任意 给 定 的 正 数 ,从 而 和 式 ec( 工 ) = Ds )Ax; 不 


可 能 存在 有 限 的 极限 . 故 知 Riemann 可 积 的 函数 必 定 是 有 界 的 . 
已 经 知道 , 狄 利克 雷 (Dirichlet) 郴 数 
1， 并 是 有 理 数 ， 
0， z 是 无 理 数 . 
在 任意 的 区 间 [a ,8] 上 都 是 有 界 的 , 它 却 是 不 可 积 的 .因此 ,函数 有 界 
只 是 Riemann 可 积 的 必要 条 件 . 
为 了 讨论 函数 Riemann 可 积 的 充分 必要 条 件 ， 先 介绍 达 布 (Dar 
boux) 和 . 


D(x)= 


2.1.2 Darboux 和 


定义 1.2 若 fz) 是 La,p] 上 的 有 界 函 数 ,了 为 对 区 间 ta ,2] 的 
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任意 一 个 分 法 , 设 M, 与 mm 分别 为 f(z ) 在 分 法 了 的 子 区 间 [ x,_ ,xz;| 
(i 二 1,2,…,n) 上 的 上 确 界 与 下 确 界 : 

Mi= sp {f(z)|, 7 inf A(z) ,i127). 
作 和 


S(T)= > MAri， s(T)= Dy mi Ax,. 
则 SCT) 和 CT) 分 别称 为 函数 f(z) 关于 分 法 本 的 Darboux 上 和 与 
Darboux 下 和 ,并 统称 为 Darboux 和 
由 定义 1.2 可 知 ,对 于 分 法 工 , 可 以 得 到 三 个 和 数 :Darboux 上 和 
S(T),Darboux 下 和 s( 丁 ) 及 Riemann 和 c( 工 ), 并 且 有 
5(T)<c(T) 委 SC(T). 
为 了 通过 Darboux 上 和 与 Darboux 下 和 研究 Riemann 和 ,我 们 先 
讨论 Darboux 上 、 下 和 的 性 质 . 
定理 1.1 若 在 分 法 工 中 ,加 入 新 的 分 点 得 到 分 法 T,, 则 S(T ) 
S(T),s(T,) 之 s(T). 
证 明 我们 仅 对 Darboux 上 和 的 情况 给 出 证 明 . 
设 在 分 法 本 中 的 分 点 为 : 
a=T0 XT Tr IT 二 
不 失 一 般 性 ,只 讨论 在 分 法 工 中 增加 一 个 新 分 点 的 情形 .例如 ,在 
[xz,， 1 ,zw ] 中 增加 一 个 新 分 点 x ,而 在 其 余 的 子 区 间 上 ,分 点 均 不 变 . 
设 增 加 一 个 新 分 点 x 之 后 的 分 法 为 工 , , 即 在 [x 1,x。] 上 ,有 x-1 < 
x 之 x, .此 时 ,SCT) 与 S(T ) 仅 在 [x。_1,x] 上 的 项 是 不 同 的 . 记 
M,, = sup {f(z)!, M,,= sup, {f(zx)}. 
则 
,Ma = sup. {f(z)}, M,, <M,. 


9 安 工 安 工 
m--1 m 


于 是 
M, (x — xm.1)+ M,, (z x EM, (rz, ~ rn). 
因为 在 其 他 的 子 区 间 上 S(T) 与 S(T ) 中 的 对 应 项 完全 相同 ,所 
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以 
SCTiD)sSCI). 
对 增加 若干 分 点 的 情形 , 仿 此 可 证 . 
对 Darboux 下 和 , 同 理 可 证 
s(T,) 宇 s(T). 
证 毕 . 
定理 1.1 说 明 , 对 任意 的 分 法 TT, 当 分 点 增多 成 为 分 法 工 时 ， 
Darboux 上 和 不 增 ,Darboux 下 和 不 减 . 
定理 1.2 若 Ti 与 T, 是 对 区 间 [a,5b] 的 任意 的 两 个 分 法 , 则 
s(T)ES(T,). 
证 明 把 分 法 T 与 T, 的 所 有 分 点 合并 在 一 起 ,就 得 到 了 一 个 新 
的 分 法 T; ,由 定理 1.1 知 
S(T)OES(T,), s(T)Ss(T,). 
又 由 于 
s(T;)S(T,), 
故 有 
s(T)Ss(T,)ES(T,)<S(T,). 
证 毕 . 
定理 1.2 说 明 , 对 任意 的 两 种 分 法 Ti 与 T ,一 个 分 法 的 Darboux 
下 和 总 不 会 超过 另 一 个 分 法 的 Darboux 上 和 , 即 不 论 分 法 如 何 ,Dar- 
boux 上 和 总 不 小 于 Darboux 下 和 . 
最 然 , 对 [a,5] 的 一 切 分 法 所 构成 的 集合 1s(T)1 必 有 上 界 ， 
1S( 芽 )1 必 有 下 界 . 例 如 ,任意 一 个 Darboux 上 和 SCT) ,都 是 ;( 丁 ) 的 
上 界 . 若 记 M= sup 1f(z)1, 则 M(b 一 a) 即 为 Darboux 下 和 s( 丁 ) 的 
上 界 ;任意 一 个 Darboux 下 和 (T), 都 是 S(T) 的 下 界 . 若 记 mm = 
inf 1/(zx)| , 则 mx.(5 一 a) 即 为 Darboux 上 和 S( 芽 ) 的 下 界 . 
由 于 有 上 界 的 非 空 集合 必 有 上 确 界 , 有 下 界 的 非 空 集合 必 有 下 确 
界 . 因 此 可 以 得 到 下 面 的 结论 . 
设 1s《( 芽 )| 与 1S( 荆 )1 分 别 为 对 [a,5] 的 所 有 分 法 构成 的 Darboux 
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下 和 和 集合 与 Darboux 上 和 集合 , 则 
I. =supjs( 了 了) ， =inf{ S(T)| 
存在 , 且 有 
1,. 1. 
定理 1.3(Darboux 定理 ) 对 任意 的 有 界 函 数 f(z), 恒 有 
dim, S(T)= 了 ， im,s(T)= 1.. 
这 里 ,1 与 1 分 别称 为 f(x) 在 [a ,bj 上 的 上 积分 与 下 积分 . 
证 明 仅 证 上 积分 的 结论 ,对 于 下 积分 ,可 以 类 似 地 证 明 . 
设 F(z) 在 [la,p] 上 的 上 确 界 为 M, 下 确 界 为 m. 由 于 了 "是 
[1S(T)1 的 下 确 界 ,对 Ye>0, 存 在 分 法 T : 
a=x ori<<r ,<r = 二 
使 得 
玉女 SCT < + 方 ,或 0<S(T,)- 了 志良. 
国定 分 法 Ti, 取 


6= min 1x,— x -ee |. 
ES T2171M-m)) 
现在 证 明 对 任意 的 分 法 本 ,只 要 A(T)<6, 就 有 |S(T)- 三 [<s. 

合并 分 法 了 与 了 的 分 点 ,得 到 对 [a ,5] 的 新 的 分 法 T" 及 上 和 
S(T' ). 由 于 A(T)<8, 可 知 分 法 了 的 任意 的 一 个 子 区 则 [zz ] 
(i 二 1,2,…,n) 的 长 度 都 小 于 分 法 T, 的 任意 一 个 子 区 间 的 长 度 . 故 在 
分 法 工 中 的 每 一 个 子 区 闻 (x;_1,x;) 内 ,至 多 只 有 分 法 工 | 中 的 一 个 点 
fx ;1(j=1,2,…, 站 .因此 ,含有 点 {xz | 的 子 区 间 (z ,zi) 至 多 有 
个 . 

另 一 方面 , 若 (z, ,zi) 中 不 含 分 法 工 ， 中 的 点 {x 1, 则 在 Dar- 
boux 上 和 S(T) 与 S(T' ) 中 都 含有 相同 的 项 :Mi;(zi -xz ). 这 里 
NM; 为 FLz) 在 [zz ] 的 上 确 界 . 从 而 在 SCT)- SGCT”) 中 只 剩 下 
(zi) 中 含有 分 法 T 的 点 1 的 那些 项 的 差 . 设 (z -zi) 中 含 
有 点 zj;, 记 M，M, 分 别 为 FLz) 在 [二 ,zz] 的 上 确 界 ， 


34 ”分 析 与 近世 代数 基础 
即 
Mi = Ee {f(zx)i, M, = ,shp, A(T)!. 
对 含有 x";(j=1， .,/) 的 这 种 子 区 间 [ x， .1，X; ] 作 和 ,得 
oo) ei.) 
二 2 M(x, Xi 0 2 [M; (zx,— x1)+ 
M (x1 ~ £1)] 
= 2 LO MO -xl+ > LIM- 
M, )(z — x1)] 
<(M-m) 2 [(zx’ ;~ x)+ (zr -x )] 
=(M-m) 2 - (zi— 1) 
Mm) ACT 
<(M-mm) 15 
= 
| ~ 2: 
因为 
SCT ) 委 SCT)， 
所 以 
S(T*)- I<S(T)- 1 <5. 
因此 有 
1S(T)-1°|= S(T)-1" 
=[S(T)- S(T’*)]+[S(T’)-71°] 
€ [3 
<+ 了 了 
一 E. 
即 lim S(T)= 171". 


ACT) 一 0 
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证 毕 . 
2.1.3 定 积分 存在 的 充分 必要 条 件 
定理 1.4( 定 积分 存在 的 充分 必要 条 件 ) 设 f(z) 是 [a,b] 上 的 


有 界 函 数 , 则 f(z) 在 [a ,5] 上 定 积 分 存在 的 充分 必要 条 件 是 : f(x ) 在 
[a,b] 上 的 上 积分 等 于 下 积分 I” = 了, , 即 


,mS 7) 一 As 人 了 ) 

证 明 ”必要 性 . 

设 f(z) 在 [a,651 上 可 积 ,由 定 积分 的 定义 知 , 存 在 常数 了 ,使 
lim, 2 EA, = 了 


即 Ve >0, 存 在 86>0, 对 于 [a ,5] 的 任意 一 个 分 法 工 : 
Qa=ZoKzZiI<z<<7z r=b. 

在 [zi 1 ,Xi](i=1,2,…,n) 上 任 取 一 点 & ,只 要 和 A(T)< 5, 就 有 
io(T) 一 下 < 三 . 


令 M=， sup。 if(x)1, 由 上 确 界 的 定义 知 ,存在 六 和 [zis 


0<M. -fn)<Fp a 
于 是 


1S(T)- DO) |< HM, ~ /Cn) lAz, 


e < 
< oT 


一 E 
-20 a)? a) 


hblo 


又 由 于 mE[Lz;-1,Xxi], 故 有 
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A | < 


于 是 


ISCT)- TSISCD -Dynan|t | SC) Ae- 1 


人 


E 
二 三 8， 
2 


rolm 


得 到 
lim S(T)=1. 
六 (人 > 日 
同 理 可 证 
dim,s (CT)= 1， 
即 
im S( T)= ins T)=1. 
设 lim S( T)= ,ims(T) = 了 ,由 Darboux 和 的 定义 可 知 ,对 任意 
的 分 法 醋 恒 有 
Tc(T) 委 SC 了). 
取 极 限 有 
dim ol T) = lim, Y/( é )Ari =. 
即 f(x) 在 ia,b5] 上 可 积 . 
让 毕 . 
车 记 wo = M, -xi=12,…,2) ,这 里 称 为 上 xz) 在 子 区 间 
Lz, ，z] 上 的 振幅 , 则 S(T) ~ s(T) = 1wAx, ,于 是 定理 1.4 可 以 
投 述 成 为 下 面 的 形式 . 
定理 1.5 若 f(x) 是 [a ,0 上 的 有 界 函 数 ,到 A(z) 在 [u,b 上 年 
积分 存在 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 分 法 了 ， 


n 
lim 了 >， aiAxi =0. 
407) >0 1 
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这 也 就 是 说 , Ye>0, 存 在 3>0, 当 4(T)<6 时 , 恒 有 3)wAx, 
< 成 立 . 


2.2 可 积 有 消 数 


函数 可 积 的 充分 必要 条 件 , 即 可 积 性 定理 (定理 1.4 或 定理 1.5) 
是 研究 函数 可 积 的 重要 工具 .根据 可 积 性 定理 ,可 以 得 到 函数 f(z) 在 
[a,b] 上 可 积 的 充分 条 件 . 


2.2.1 可 积 函 数 的 三 个 定理 


定理 2.1 若 f(z) 在 [a,5] 上 连续 , 则 /f(xz) 在 [a ,5] 上 可 积 . 
-证明 _/(z) 在 [a,5] 上 连续 ,由 Cantor 定理 可 知 f(x) 在 [a,5] 
上 一 致 连续 . 

Ye>0, 存 在 6>0, 对 任意 的 ri,zzE[e,)], 当 jz -zi<S 
时 ,人 恒 有 

| f(x;)— f(r) < py 
给 [a ,5] 一 个 分 法 了 ,使 其 满足 4*(T) < 6. 则 在 每 一 个 子 区 间 [x,，，， 
Xx](i==1,2,…,n) 上 ,f(z) 的 振幅 w 满足 


< 
7200 一 w)》 


即 ma =0. 


R Hos 


由 定理 1.5 可 知 ， f(z) 在 [a,5] 上 可 积 . 
证 毕 . 
定理 2.2 若 f(z) 是 [a ,6] 上 单调 有 界 的 函数 , 则 /(x) 在 [a,61 
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上 可 积 . 

证 明 不 妨 设 f(z) 是 [a ,5] 上 的 单调 增加 的 有 界 函 数 , 当 总 >a 
时 ,有 f/f(5)> f(a). 

Ye>0, 取 6=7B) 二 (aj 对 于 [a ,6 1 的 任意 一 个 分 法 T, 当 4 
(T)<8 时 ,由 于 f(x) 是 单调 增加 的 有 界 函 数 , 故 在 子 区 间 [ x ,x ] 
(i1=1,2,…,n) 上 有 

M, = f(x)> f(r, 1)=m.. 


于 是 
3 = Lz) -Ar lan 

<s> ICz) -Ar 1)] 
二 € _ 
=60f(6)- f(a)]= py ERAS) -f(a)] 
一. 

即 ,各 ,> wiAx;=0. 

故 f(z) 在 [a,51 上 可 积 . 


同 理 可 证 /(z) 是 [a ,5b5] 上 单调 减少 的 有 界 函 数 的 情形 . 

证 毕 . 

定理 2.3 若 f(z) 在 [a,65] 上 除 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 ,处 处 连 
续 , 则 A(z) 在 [a ,5] 上 可 积 . 

证 明 Ye>0, 取 6 充分 小 ,使 得 对 任意 的 分 法 TT, 当 X(T)<56 
时 ,包含 间断 点 的 各 子 区 间 [ z， 1,Z;] 的 总 长 度 小 于 27Wy 一 wj' 这 里 


M= sup, {f(x)! ,Mm = inf {f(zx)| .在 其 余 各 子 区 间 上 f(z) 的 振幅 


E 、 二 _ 
w < za 这 样 ， 2 wAz 就 分 成 了 两 组 ,用 >，owiAzi 及 
> wrAx 分 别 表示 包含 间断 点 及 不 含 间断 点 的 两 部 分 , 则 
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> aoieAr = Dw :Ax + Dw Ar 
i=1 


Bl € vi 
<(M- m)2Ax, tp a A 


<(M-m) 


€ E 
Mm Bae 4) 


E+E 
2 2 ~ 
由 定理 1.5 知 ,f(x) 在 [a,6b5] 上 可 积 . 


证 毕 
2.2.2 定 积分 的 性 质 


定理 2.4 设 f(z),g(z) 在 [ae,58] 上 可 积 , 则 函数 f(x)+tg(x) 
与 f(z)g(z) 在 [a ,5 上 均 可 积 . 
证 明 函数 (十 6(z) 的 可 积 性 ,图 作 汪 古 ,请 读者 自 证 .我们 
仅 证 f(x)g(z) 的 可 积 性 . 
因为 f(z),g(zx) 在 [a,5] 上 可 积 , 所 以 它们 在 [a,65] 上 有 界 . 设 
| FCz)I 委 Ag(Cz)l 委 B,zEfla ,5]. 
任 给 [a ,5] 一 个 分 法 工 , 设 x’ ,x 为 子 区 间 [ zx,.1 ,x; ] 上 的 任意 两 
点 ,有 
f(x )g(z )- f(r )sgGCz ) 
=[f(x)- f(z )lg(x’)+[g(zx)- g(r )] f(r ) 
车 用 wo oo 分 别 表示 f(x)g(x),f(x),g (xz) 在 子 区 间 [x;.，， 
zi] 上 的 振幅 , 则 
[f(z’)- fx )|Sw', ,g(r )- g(x )|<ow’. 
w; = .Sup ,f(x ) a(x ) -f(r )elr)| 


E[z 


三 sup lf lx) fx )]gCz ) 


x ,XELz, 
t+[g(x’)-g(zx )]f(xr’)! 
<Bw + Aw’,,. 
因此 ， 
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5S ww AZzi 委 也 Dax, + A Sy w :AXx,. 
en en :=1 


又 因 f(xz),g(z) 在 [a,5j] 上 可 积 , 故 对 任意 的 。e >0, 存 在 着 5>>0, 当 
A(T)<<6 时 ,有 


了 Rn HA [3 
wiAri < Vw ,Ar < 
2 5 A 


2A4- 
< € € 
故 wwAz<B55+A5Ae: 


即 f(x)g(x) 在 [a,6b] 上 可 积 . 
推论 若 /(z),g(x) 在 [a,5] 上 可 积 ,而 a ,8 为 常数 . 则 af(x) 
土 Be(x) 在 [a ,bl 上 也 可 积 . 


定理 2.5 若 f(z) 在 [a,b5]j 上 可 积 , 则 | f(x)| 在 fa,5] 上 也 可 


证 明 ” 任 给 [a ,5] 的 一 个 分 法 工 : 
a=X Ti 妈 T <, 1 <X, = 6. 
分 别 记 F(z) 与 | F(z)1 在 子 区 间 [z ,zx;](i=1,2,…,n) 上 的 振幅 为 
w; 及 w! .由 于 对 [z，,,z,] 上 的 任意 两 点 x ,x 有 
上 Ac 1-1if(z ) if(r) -f(r )|. 
故 wow; Sw;. 
于 是 
Do Ax < dohr. 
因为 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 ,所 以 Ve>0, 存 在 6>0, 当 X(T)<5 人 时， 
恒 有 > wAz <e .同样 有 


即 | (x)| 在 La,65] 上 可 积 . 
证 毕 . 
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应 当 指出 的 是 定理 2.5 的 逆 定 理 是 不 成 立 的 . 即 当 | f(x)| 在 la， 

b] 上 可 积 时 ,f(z) 在 [a,5j 上 可 以 是 不 可 积 的 .例如 
1， xz 为 有 理 数 ， 
一 1， xz 为 无 理 数 . 
显然 | F(z)1i 在 Le,g] 上 可 积 . ,但 F(z) 在 [ec,5] 上 却 不 可 积 . 


f(r)= xE[a,6] 


习题 2 


1. 若 f(z) 在 [a,51 上 可 积 , 当 [c,d1lCla,6b1 时 ,证 明 :; f(xz) 在 
[c,d 上 也 可 积 . 

2. 若 f(z).g(z) 在 [a,b] 上 可 积 ,证 明 : f(z)+g(zx) 在 La,bj 上 
均 可 积 . 


3. 若 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 . 且 | f(zx) |>c >0. 证 明 :7 在 [a， 
bp] 上 也 可 积 . 


1_ [1 

+ -| =] z7 0， 
0 ， z=0. 

5. 车 f(x) 在 [a,5] 上 可 积 , 证 明 : 7(x) 在 [a,65] 上 也 可 积 . 

6. 设 f(x) 在 [a,5] 上 可 积 , 证 明 :; 当 [c,d]Cla,6b5] 时 ,有 


im| (zt 人 -PCz)ldz=0. 


在 [0,1] 上 可 积 . 
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第 3 章 多 元 函数 微分 学 


本 章 是 高 等 数学 中 多 元 函数 微分 学 一 章 的 深化 .主要 是 把 一 元 函 
数 的 极限 理论 推广 到 多 维 空间 ,对 二 元 函数 的 极限 做 进一步 讨论 . 对 连 
续 性 的 几 个 定理 给 出 证 明 ,同时 介绍 了 多 元 国 数 的 高 阶 微分 概念 


3.1 多 元 函数 的 极限 与 连续 性 


3.1.1 平面 点 集 


二 元 函数 的 定义 域 是 平面 上 的 点 集 . 下 面 先 介绍 点 和 点 集 及 围绕 
点 与 点 集 的 关系 涉及 到 的 一 些 基 本 概念 ,然后 介绍 平面 点 集 的 几 个 基 
本 定理 . 


1. 点 与 点 集 
R 表示 一 切实 数 的 集合 ,R' ,R ,R 分 别 表示 直线 ,平面 和 空间 的 
全 部 点 所 形成 的 点 集 . 
平面 R 上 的 点 可 用 坐标 (zx,y) 表 示 ,两 点 Mi(zi,y1),M, (zx,， 
yz) 间 的 距离 为 
pC(Mi, Mi)=% (x1- ra) ty 一 yo » 
或 表示 为 1M Ms1=wV(z -zs 大 +( y). 


点 Muo(zo,yo) 的 $ 邻 域 指 的 是 与 Me 距离 小 于 6 的 点 集 , 记 为 
N(Mo,6). 即 


N(Mo,6)= {MIpo(M,,M)< S| 
={(z,y)IV (zz +(y— yo) <d). 
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NCMu ,SG) 也 叫 Mu 的 圆 形 邻 域 .而 点 Mu 的 方形 邻 域 是 开 和 矩形 : 
S(M6,6)= {C(x,y)||lzxz- zol<6,ly- yl<61. 

设 iz,1 是 Oz 轴 上 一 个 点 列 ,{y | 是 Oy 轴 上 一 个 点 列 , 则 在 R 
中 以 (zy ) 为 坐标 的 点 组 成 平面 上 一 个 点 列 , 记 为 {(x,，,y;)|=- 
{M.,}. 

已 知 点 Mo (zo ,yo), 如 果 YVe>0, 存 在 正 整数 N, 当 n>NN 时 所 
对 应 的 点 M, 使 不 等 式 
op(M,, Mo)=|M,Mo|l<e 
恒 成 立 , 则 称 点 列 | M, | 收敛 于 M .或 称 M 是 点 列 ! M1 的 极限 . 记 
为 
lim M,= M, BA 

点 列 {M, | 收敛 于 M。 也 可 用 邻 域 的 语言 叙述 为 : 

Ye>0, 存 在 正 整数 N, 当 n>N 时 恒 有 点 MEN(M,e), 则 称 
点 列 { AM 收敛 于 Mo. 

由 此 可 以 证 明 以 下 结论 : 

(1)(zsy)-(zoyyo)(2aoo) 等 价 于 zzZoyyr 30(>oco)i 

(2) 若 点 列 {M, 1 收敛 , 则 其 极限 值 惟 一 . 

2. 基 本 概念 

设 巨 为 R 的 一 个 子 集 . 

(1) 内 点 “车 点 Mo EE 且 存 在 8$>0, 使 得 NOCM ,6)CE, 则 称 点 
Mo 为 王 的 内 点 . 

(2) 外 点 ” 设 点 Mi 冬 瑟 , 且 存 在 S,>0, 使 得 NOCM ,SN 人 王 = 他 
( 空 集 ) , 则 称 点 M; 为 EE 的 外 点 . 

(3) 界 点 设 点 M* ER (M' 可 以 属于 玉 , 也 可 以 不 属于 玉 ), 若 
YN(M” ,e), 其 中 既 含 有 的 内 点 ,又 含有 巨 的 外 点 , 则 称 点 M 为 
玉 的 界 点 , 的 全 体 界 点 组 成 的 点 集 称 为 EE 的 边界 . 

例如 ,E=|(x,y)i|1<z +y 折 41 , 则 满足 1<zx +y <4 的 点 
是 EE 的 内 点 ,满足 x*+y<1 或 xz*+y >4 的 点 (zx,y) 是 EE 的 外 点 ， 
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EE 的 边界 是 x*+y=1 和 和 x+y =4. 

(4) 开 集 ”车 点 集 的 每 一 点 都 是 E 的 内 点 , 则 称 EE 为 开 集 . 

(5) 聚 点 设 点 Mo ER(M 可 以 属于 EE, 也 可 以 不 属于 玉 ), 若 
YN(M ,e), 至 少 存在 一 点 MEN(Mo,e) 介 EE(M 关 Mo), 则 称 Mn 
为 巨 的 聚 点 . 

设 Mo 是 E 的 聚 点 , 则 在 三 中 存在 点 列 !M, | ,使 得 1M, 以 Mn 
为 极限 . 

例如 点 集 EE=1(x.y)i ix +y <1i 是 个 开 集 .EF 的 一 切 内 点 和 
界 点 都 是 聚 点 ,而 且 对 EE 中 的 每 一 点 Mo(xo ,yo) 都 可 以 找到 以 Mo 为 
极限 且 属 于 EE 的 点 列 !M, (xz, ,yn)|. 

(6) 闭 集 车 EE 的 所 有 聚 点 均 属 于 EE, 则 称 下 为 闭 集 . 例 如 ,EE, = 
iCxsy))z =2yl ,Es= i(r,y) rty=1i,E = (zr,y)|x +y i 
1 都 是 平面 上 的 闭 集 . 而 点 集 EE = [zy)10 委 zy<2i 既 不 是 开 集 
也 不 是 闭 集 . 

(7) 区 域 设 点 集 下 为 开 集 , 昌 对 上 中 的 任意 两 点 M 和 M, ,总 
可 以 用 属于 EE 的 有 限 条 直线 段 折 组 成 的 折线 加 以 连接 , 则 称 瑟 为 区 
域 . 即 区 域 为 连通 的 开 集 . 一个 区 域 连同 它 的 边界 称 为 闭 区 域 . 例如 ， 
EE,=1(x,y)|x>0,y>0}; 是 区 域 ,FE,= {i(xz,y}i* 守 0,y 宇 01 是 闭 区 
域 . 

设 DD 是 平面 闭 区 域 ,车 存在 常数 M >0, 使 得 DCN(0,M)( 原 点 
的 M 邻 域 ) , 则 称 刀 为 有 界 的 . 即 D 是 平面 上 的 有 界 闭 区 域 . 

3. 平 面 点 集 的 几 个 基本 定理 

定理 1.1 ( 知 形 套 定 理 ) 设 A,=[a,,b,1Xie,,d,]j=1(x,y) 
1a 委 xz 委 和 co 委 y 委 dl =1,2,3,…, 是 一 组 闭 和 矩形 序列 ,并 满足 
条 件 : 

(DAIDA,DEDA,DA, LD; 


nr 


则 存在 惟一 的 点 Mo (xo ,yo)E ANA, ,lima, = limb, = zo, lim cy = 
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lim d, = yo ， 

证 明 把 二 维 问题 化 为 一 维 问题 解决 .由 一 维 情况 下 的 闭 区 间 套 
定理 知 ,存在 惟一 的 ruE 间 [a,,5,] 和 惟一 的 yo€ 站 [cd ], 所 以 


点 (zoyy)E NN fas,b, J XEe,d,]= A A,. 

证 毕 ， 

定理 1.2( 致 密 性 定理 ) 车 点 列 | M, (zx, ,y,)1 有 界 ( 即 存 在 常数 
aybycyd ,使 4 志和 b,c 人 yd ,n==1,2,3,…), 则 必 存 在 收敛 的 
子 列 . 

证 明 ”因为 jz,; 有 界 ,由 一 维 的 致密 性 定理 知 存在 子 列 zs -> 
E fu ,0] ,考虑 与 x 相对 应 的 数列 jy。 | ,由 于 c 芝 yd, 故 1y, 1 在 
在 收入 的 子 列 1y。 |, 令 一 ywE fe,4] 又 因为 与 1y。 | 对 应 的 数列 
1 | 是 1z。 1 的 子 列 , 故 =， -ay 因此 对 于 子 点 列 1M， (zy ) 
有 M， 一 Mo(xzoyyo)， 

证 毕 

定理 1.3( 有 限 柳 盖 定 理 ) 若 一 开 和 矩形 集合 1A,| ,n=1,2， 
黎 益 了 有 界 闭 域 万 , 则 从 {A,1 中 可 选取 有 限 个 开 矩形 ,使 之 覆盖 万 . 

证 明 因为 D 有 界 , 所 以 存在 闭 矩 形 A= [a,5]x[c,d], 使 得 A 
2D. 

仍 设 万 不 能 被 [4,1 中 有 限 个 开 逢 形 所 一 一 一 
覆盖 , 则 用 直线 z= “了 2,y= 252 把 A 分 2 HN 
成 四 个 相等 的 闭 矩形 ,其 中 至 少 有 一 个 闭 抵 YY YZ 


[7 和 | 
形 , 它 所 含 万 的 部 分 不 能 被 14, | 中 有 限 个 © 有 MM 
52G 


开 和 矩形 所 覆盖 , 记 此 闭 和 矩形 ( 若 不 止 一 个 , 任 
选 其 一 ) 为 4 = [al,b1]x[ci,di1, 抽 把 
A 分 成 四 个 相等 的 闭 矩 形 , 照 此 继续 下 去 ， 图 2-1 

可 得 一 闭 矩形 序列 1A.j = {[a, ,6.]X[c,,d,]1 ,n==1,2,…, 并 满足 : 
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(DADADLDA,DA,,ID,b, 一 0 一 0,d 一 co 一 0( 7 
co ) ; 
(2)A, 人 了 D 不 能 被 14A,j 中 有 限 个 开 和 抢 形 所 覆盖 . 
在 每 个 A, 门 马 中 任意 取出 一 点 (zx; ,y,), 即 (zx, ,y,)EA,(D. 因 


为 (x ,yi)EA,, 故 a, 声 x, 信 b,c, 志 yy, 太 d, .对 A, 用 矩形 套 定理 ， 
可 知 存在 一 点 (ze ,yo)E 站 A, .使 a ,一 op 一 0( 一 oo)， 故 工 , 一 
zu(z-oo). 同 理 一 (zco). 又 因为 (zy )EDD ,所 以 (zoyyo) 
ED. 由 定理 条 件 , 在 |A4, | 中 必 有 一 开 和 矩形 包含 点 (xo ,yo), 设 此 矩形 
为 (a,B)x(7,6)=4, 即 c<zo<p,y<y<G. 现 由 azo ,bo 一 
Zzoycyoyd 一 yo 知 当 1 充分 大 时 , 恒 有 a<a,<b,<B,Y<c,<d, 
<6, 即 A, CA, 所 以 A 二 A, 门 D. 这 与 (2) 矛 盾 . 

证 上 毕 . 

定理 1.4(Cauchy 收 钙 原理 ) 平面 点 列 |M,} 有 极限 的 充分 必要 
条 件 是 : Ye >0, 存 在 正 整 数 N, 当 m,n>N 时 ,o(M,,M,)<e 恒 成 
立 . 

证 明 只 要 引用 数列 的 Cauchy 收敛 原理 即 可 得 到 . 

3.1.2 多 元 函数 的 极限 


设 巨 是 R 的 一 个 子 集 , 称 由 到 实数 R 的 映射 为 定义 在 上 的 

二 元 函数 . 记 为 
FE 一 及 或 zx= FCz,y)， 

其 中 x ,y 称 为 自 变量 ,z 称 为 因 变量 ,EE 称 为 定义 域 . 

1. 多 元 函数 的 极限 

设 z= f(z,y) 的 定义 域 为 平面 点 集 瑟 ,点 Po 为 巨 的 聚 点 . 若 当 
点 P(x,y)EE 以 任何 方式 无 限 接近 点 Pu(zo,yo) 时 ,函数 值 /A(P 了 ) 无 
限 接近 定 值 A , 则 称 A 为 P 一 Pu 时 f(P) 的 极限 . 

定义 1.1 Vs>0, 若 存在 8>0, 使 当 


0<V(z-zo)+(y 一 yo 六 < 
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时 , 恒 有 
[f(x,y)-Al<e 

成 立 , 则 称 当 (xz,y) 一 (zo,y60) 时 f(x,y) 以 A 为 极限 . 记 作 
lm f(P)=A 或 lim f(x,y)=A. 

这 个 极限 也 称 为 二 重 极限 . 

二 重 极限 的 定义 也 可 以 用 邻 域 来 叙述 :Ye >0, 若 对 N(A,e), 总 
存在 点 P, 的 6 令 域 N(P,,5), 当 PEN(P,,5)\ 1Po] 时 , 恒 有 (PP) 
EN(A,e) 成 立 , 则 称 A 为 /(P) 当 P 一 Po 时 的 极限 . 

类 似 地 ,可 以 定义 n 元 函数 的 极限 

设 瑟 是 有 "的 一 个 子 集 ,u = f(x ,Xx;，,… ,Xx,) 为 定义 在 上 的 
元 函数 ,点 Pu(zo ,zo Zro ) 为 EE 的 聚 点 . 若 Ye>0, 总 存在 8>0， 
使 当 点 P(x ,x ,…,X,) 与 Po 之 间 的 距离 p (P,Po)<6 时 , 恒 有 
IFCP)-AIKe 成 立 , 则 称 A 为 /(P) 当 PP 一 Po 时 的 极限 , 记 作 

limf(P)=A 或 fA(P)>A(P>Po). 


也 记 为 
lim flxi 四 ,一 A. 
0 
~ 0 
或 。 ,im zza Tn ) A. 


1 ‘To 


这 个 极限 又 称 为 ” 重 极限 . 

对 于 二 重 极限 需要 说 明 几 点 . 

(1) 在 点 Po 处 的 函数 值 如 何 ,不 影响 极限 问题 . 

(2) 定 义 中 的 圆 形 邻 域 N( Po ,6) 可 用 方形 邻 域 S(P。 ,6) 替 代 ; 其 
坐标 形式 “0< W(z-xzo)jzt+(y-W7<3" 可 用 "1z- zl1<， 
|y-yol<6 且 (zx,y) 关 (x。,yo)" 替代 . 

(3) 点 P 一 Po, 即 (zx,y) 一 (x。, wo) 的 方式 是 多 种 多 样 的 . 当 点 
P(x,y) 以 任何 方式 趋 于 Po(xzo,yo) 时 都 有 fC(P) 一 A, 才 称 f(P) 以 
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A 为 极限 .其 逆 否 命 题 常用 来 判别 极限 不 存在 的 情况 
例 1.1 设 f(x,y)= 5 lA y) 是 否 存在 . 


Xkr |. kr _ 
解 ” 当 点 P 沿 y= kr 习 (0,0) 时 ， m Te lim 了 地 到 0. 


而 当 点 已 沿 抛物 线 y= 一 工 十 axza(a 天 0)>(0.0) 时 ， 


Z(-Zz+ar) 1 


所 以 ljimA(z,y) 不 存在 . 

多 元 函数 的 极限 运算 性 质 与 一 元 函数 相同 ,无穷小 与 无 穷 大 的 关 
系 , 夹 挤 准则 等 均 适用 . 

例 1.2 求 lim 


解 因为 z*+y 之 2|zy|, 所 以 


故 lim 闻 >y=0. 
ry 
2. 二 次 极限 
定义 1.2 对 二 元 函数 f(z,y), 若 下 列 两 个 一 元 函数 的 极限 
Jim[limAFzr,y)] 或 lim[ lim f(zx,y)] 
存在 , 则 称 它 们 的 极限 值 为 f(z ,y) 在 点 (xo,yo) 处 的 二 次 极限 ,或 累 
次 极限 . 
一 般 地 说 ,二 重 极限 和 二 次 极限 是 互相 独立 的 .一 种 极限 存在 , 另 
一 种 极限 不 一 定 存在 ,而 且 两 个 二 次 极限 即使 都 存在 ,也 不 一 定 相等 . 
例 1.3 设 7(z,?)= zsin + ysin 二 ,讨论 在 (0,0) 点 处 的 二 重 
极限 和 二 次 极限 . 
解 由 0<|zsin 上 +ysin 广 |<<1z1+1y|, 知 limf(z,y)=0. 


y™0 
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因为 limzxsin 与 limysin 二 不 存在 ， 所 以 lim limf (x, y ) 与 
lim lim f(x ,y) 都 不 存在 . 


例 1.4 设 f(x， y)= ,讨论 在 (0,0) 点 处 的 二 重 极限 和 二 
次 极限 ， 
解 易 求 出 lim[limf(z,y)]=lim[limf(x,y)]=0. 但 因为 
1 kx 大 


即 沿 着 射线 y = 妈 , 点 (zx,y) > (0,0) 时 的 极限 值 依赖 .所 以 
limf(z,y) 不 存在 . 


”车 二 重 极限 存在 , 且 对 二 次 极限 将 条 件 加 强 一 些 , 则 有 下 述 定理 ， 
定理 1.5 设 F(z,y) 在 点 (zu,yo) 满 足 
一 可 极 恨 jfx， y) = A( 有 限 或 无 穷 ); 
(2) 存 在 7>0, 当 0<|jy-y |1<7 时 ,有 ep(y)= lim f(x,»), 
则 二 次 极限 lim lim f(x,y) = lim p(y)=A. 
证 明 仪 就 A 为 有 限 数 时 证 明 . 由 于 lim f(x,y)=A, 故 Ye>0， 


2 20 


存在 6>0, 当 |zx -xol<6,|y-yol<6 有 日 (zx,y) 关 (zo,yo) 时 , 恒 有 
1f(z,y)-Al<3， 
在 此 式 中 国定 y,y 关 yo, 令 zx 一 zo, 即 得 
1g(y) -Al<3<e, 
即 当 0<|y-y|<65 时 ,| p(y)-A|<e 成 立 . 故 limg(y) = 人 
证 毕 . 
定理 中 的 条 件 (2) 若 改 为 “存在 7>0, 当 0<|lz-zol<7y 时 有 
im /(z,y)=y(x)”, 也 有 类 似 的 结论 
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tim lim f(x,y)= lim yl(x)=A. 
推论 1 若 /f(x,y) 在 点 (x。,y6) 存 在 二 重 极限 及 两 个 二 次 极限 ， 
则 三 者 相等 . 即 此 时 ,对 f(z,y) 可 以 交换 求 极限 的 顺序 . 


推论 2 若 两 个 二 次 极限 都 存在 但 不 相等 , 则 二 重 极 限 必 不 存在 . 
例 1.5 设 /(x,y) 一世- 之, 讨论 在 (0,0) 点 处 的 二 次 极限 与 一 重 
极限 . 


解 ” 由 于 当 x 关 0 时 lim 本 = 三 =1. 帮 lim limfyr，y)=1. 同 理 
y*0Tty 并 xz*0 y*0 . 
lim limf(z ,3) = -1 由于 两 个 二 次 极限 不 相等 ,所 以 lim/(x,，>) 不 存 
在 . 
3.1.3 有 界 闭 域 上 连续 函数 的 性 质 


定理 1.6( 有 界 性 定理 ) 车 f(x,y) 在 有 界 闭 域 D 上 连续 , 则 
f(z,y) 在 D 上 必 有 界 . 即 存在 常数 M>0,YV (zx,y)ED 有 |f(x,y)| 
<M. ， 


证 明 ”如若 不 然 , 则 对 任意 正 整数 ,存在 点 (zu, >,)E DD, 使 
1 f(z,y,)1> n,n=1,2,3,…. 对 于 有 界 点 列 1(z,,，y,)1 CD. 由 致密 
性 定理 ,存在 收 伊予 列 |(z。,y,)1, 设 (x ,yw ) 一 (zo,yo)E D( 因 为 
DD 是 闭 域 ). 由 [f(z ,y, )1>n ,可 得 lim f(x, )=”. 

另 一方 面 ,由 于 f(x,y) 在 (zo, yo) 连 续 , 有 limf (zy ) = 
f(zo,yo). 产 生 了 矛盾 ,由 此 得 证 . 

证 毕 . 

定理 1.7( 最 大 最 小 值 存在 定理 ) 车 f(x,y) 在 有 界 闭 域 D 上 连 
续 , 则 f(x,y) 在 D 上 必 有 最 大 值 和 最 小 值 . 即 在 D 上 存在 两 点 (zl， 
yy) 和 (zs,y2) ,使 对 一 切 (z,y)E 了 D, 恒 有 

fr ya)Ef(r,y Ef xr, y1). 
证 明 ”由 定理 1.6 知 f(x,y) 在 D 上 有 界 , 故 必 有 上 确 界 M. 对 
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任意 正 整 数 n, 必 存在 (x, ,y,) ED ,使 得 
M- 二 < (zuvy) 挟 M， 


由 致密 性 定理 ,1( xz,y, )| 必 有 收 化 子 列 |( xz， ,yy )1, 设 (x,y ) 一 
(zi,Vy1)ED(k 一 %). 于 是 有 


M- <fr ym EM (k=1,2,). 
到 


对 此 式 令 & 一 吕 取 极限 ,得 f(z,yi)=M, 即 f(x,y) 在 D 上 达到 最 
大 值 . 同 样 可 证 f(x ,y) 在 D 上 达到 最 小 值 . 
证 毕 . 
定理 1.8( 零 值 点 存在 定理 ) 车 F(z,y) 在 区 域 D( 不 一 定 是 有 界 
闭 域 ) 内 连续 ,并 在 DD 内 两 点 Mi (zi,yi) 和 M, (xs,y;) 处 的 函数 值 异 
号 , 即 F(zi,y) f(x;,y2)<0, 则 在 吕 内 至 少 有 一 点 M(xz,y), 使 得 
f(z,y)=0. 
证 明 ”可 化 为 一 元 函数 的 情况 证 明 . 
由 的 连通 性 ,可 用 完全 属于 D 的 折线 连接 Mi 与 M; , 若 在 折 
线 的 某 顶点 处 ,f 的 值 为 0, 则 定理 得 证 .否则 必 存 在 一 段 直线 段 ,其 两 
端的 函数 值 异 号 . 现 改 变 点 的 记号 , 记 M, 和 M, 恰 是 这 一 线段 的 端 
点 . 设 这 一 线段 的 方程 为 
=2Xi+ti(z 一 zi) 
Ei 
在 该 线段 上 ,f(x,y)= f(xit+t(xs- zi),y1t+t(ys 一 yi)) = 下 (1) 为 
t 的 连续 函数 (根据 复合 函数 连续 性 ). 
对 一 元 函数 F(t) ,有 
F(0).FG)= f(x,,y1) :f(x,y2)<0. 
由 一 元 函数 零 值 点 存在 定理 , 必 有 E (0,1), 使 
FO()= f(xiti(rz2 -zi) y+ti(y —y1))= f(r,y)=0, 
点 M(x,y) 就 是 所 求 的 点 . 
证 毕 . 


,0 过 1 二 1. 
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定理 1.9(Cantor 定理 ) 车 /(x,y) 在 有 界 闭 域 D 上 连续 , 则 它 
在 D 上 必 一 致 连续 . 即 YVe>0, 存 在 6=6(e)>0, 使 得 D 上 任意 两 点 
(zy) 和 (zy ), 当 [zi<6,ly=- < 时 , 恒 有 不 等 式 
1 f(xiyy) -f(x,y )| <e 
成 立 . 
证 明 从 略 . 


3.2 高 阶 微 分 


3.2.1 一 元 函数 的 高 阶 微分 


对 函数 y= F(z), 类 似 于 高 阶 导数 ,可 以 定义 高 阶 微分 . 
二 阶 微分 定义 为 
dy=d(dy) =d[f ‘(zx)dr}j=[df (xz)ldr=/f “(xr)dr 
(将 自 变 量 微分 dz 视 为 常数 ). 
三 阶 微分 定义 为 
dy=d(d yy)=J(zr)dz 
一 般 地 ,n 阶 微分 定义 为 
d"y= f°" (rx)dz". 
由 此 可 见 , 生 沁 =f"(z) ,这 就 是 之 所 以 记 n 阶 导数 为 和 的 原因 
2. 工 为 中 间 变 量 
设 工 = g(t). 由 一 阶 微 分 形式 不 变性 ,有 dy= “(x)dx. 但 因为 
已 不 是 自 变 量 , 故 dz 将 依赖 自 变量 1 ,由 于 dx =g (1)dt, 因 此 有 
dy =d[lf ‘(x)drj=[df (x)idr+f ‘(2z)d(dz) 
、 = (xr)dr’ +f ‘(x)d’z. 
这 一 事实 说 明 高 阶 微分 不 具有 形式 不 变性 .这 是 高 阶 微分 与 一 阶 微分 
的 一 个 重要 区 别 . 
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例 2.1 设 y=x ,分 别 求 x 为 自 变 量 和 x 为 中 间 变 量 时 的 并 阶 
微分 . 
解 ”一 阶 微分 dy=2zdz. 
当 x 是 自 变量 时 ,dz 视 为 常量 ,d*y=2dz . 当 z 是 中 间 变 量 时 ， 
记 z=g(t),dz=g(t)dr, 即 dz 是 :的 一 数 . 故 有 
dy=2dz +2zd2r=2(0g8 (1)di) +2g(i1)d(g Cr)dt) 
=2(g'(t)) di +2g(1)g’ (1)dr 
=2[(g (1)) + g(t)g’ (1)]dr’. 
当 取 g(t1)=t 垃 时 ,dy=2[(21)* +t2]dt =12t dr’. 
注意 ,要 区 别 几 种 记号 :dz = (dx) = (dz) (dz)3d(z) = 
2zdzidz=d(dz)( 此 时 表示 z 的 二 阶 微分 ). 


3.2.2 多 元 函数 的 高 阶 微分 


尔 数 z= f(z,y) 的 全 微分 dz = f(x,y)drz+ (x,y)dy, 也 称 
为 函数 的 一 阶 微分 .由 此 可 以 定义 高 阶 微分 .与 一 元 函数 的 情况 一 样 ， 
对 高 阶 微分 , 祝 自 变量 z 与 y 的 微分 dz 与 dy 为 常量 . > = f(x,y) 的 
二 阶 微分 为 
dx =d(dz)=dl/,(r,y)drlj+dl/, (x,y)dy] 
= (zy)dr +2f,(r,y)drdyt+ f, (x,y)dy’. 
用 数学 归纳 法 可 以 推 得 


有 n- 1 四 \ k of 并 大 
d"z=d(d" !'z) 2 C: I yd dy 


和 一 元 函数 情况 类 似 ,多 元 函数 的 高 阶 微分 也 不 具有 微分 形式 不 
变性 .车 x+,y 是 自 变 量 ;,i 的 画 数 :z= gpg(s,1),y= yg(s,t), 则 
dx =d[f,(x,y)drl+d[lf,(x,y)dy] 
= fudzr +2f.drdyt+ fydy + f.d z+ fyd’y. 
在 这 种 情况 下 ,出 现 两 个 新 的 项 :f,d?x 和 /f,d ?y, 它 们 应 按 以 下 公式 
计算 : 
d z=dlgds+ wdt]= 9 ds +29,dsdt + 9, dt’, 
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dy=d[ yds+ ydi]= Yds +29,dsdt + gudr’. 
可 见 d*z 已 不 再 有 微分 形式 的 不 变性 . 


习题 3 


1. 证 明 (z,,y) 一 (zyo) 的 充 要 条 件 是 Xn To YY (n> 
2. 证 明 车 平面 上 点 列 {P, | 收敛 , 则 它 只 有 一 个 极限 点 . 
3. 证 明 若 Po 是 平面 点 集 EE 的 聚 点 , 则 在 EE 中 存在 点 列 |P, | :P， 


—>P(n—>o0). 


4. 证 明 平 面 点 列 的 Cauchy 收敛 原理 . 


5. 求 下 列 极限 . 

(Di Xx 十 vy’ (li x+ y’ 

1 工 | 十 ’ 10 z+y +1—1 
30 y*0 
. (r+ . ln(x+e’”) 

(3) lim (x? + y )e ec (4)1lim 一 > 二 一 一 ; 
i Vr ty 
x 十 多 . 2 2 2 .2 

(5) lim 4 下 (6)lim(zx 十 yy ) > 。 
de 十 y | z+0 


yr0 


6. 讨 论 下 列 极限 的 存在 性 . 


2 
. Tx , xT 
(Dlim-2 7; (2)lim-3 ~ i 
RT ty Tt 


7. 求 下 列 函 数 在 (0,0) 点 的 二 次 极限 和 二 重 极 限 . 


(Df lz,3) = (z+ y)sin Tsin 

Dr) py 

8. 证 明 有 界 闭 域 上 二 元 连续 函数 的 Cantor 定理 . 

9. 证 明 F(z,y) = sinzy 在 全 平面 上 不 一 致 连续 . 

10. 证 明 : 车 f(x,y) 在 区 域 G 内 对 变量 z 是 连续 的 ,而 关于 z 对 
变量 y 是 一 致 连续 的 , 则 f(x,y) 在 G 内 连续 . 
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11. 若 f(z,y) 在 区 域 G 内 对 变量 xz 连续 ,对 变量 y 满足 对 任何 

点 (7,y1)EG,(x,y2)EG 有 
[f(z,y) -fr,y) |EL|y ~ y,|, 

其 中 二 是 常数 . 则 f(z,y) 在 G 内 是 连续 的 , 试 给 出 证 明 . 

12. 求 下 列 函数 的 高 阶 微分 (zx 是 自 变 量 ) 

(1)y= zcos2z, 求 d yi 

(2)y=x ve , 求 d"y. 

13. 设 y=e, 求 dy 且 考 虑 以 下 两 种 情况 : 

(1) 当 x 是 自 变量 时 ; 

(2) 当 x 是 中 间 变 量 时 . 

14. 求 多 元 函数 的 一 阶 和 二 阶 微分 (zx,y 是 自 变 量 ). 


(1)u= ry; (2)u= 宇 ; 
> 


(3)u=V zr +y; (4)u =e™. 
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第 4 章 级 数 


本 章 首先 给 出 判断 任意 常数 项 级 数 收敛 性 的 几 个 定理 ,然后 给 出 
函数 项 级 数 的 一 致 收敛 概念 及 一 致 收敛 级 数 的 性 质 ,并 利用 它们 完成 
短 级 数 性 质 的 证 明 . 


4.1 任意 常数 项 级 数 的 收敛 性 


研究 一 个 常数 项 级 数 ,重要 的 是 判断 级 数 的 人 敏 散 性 ,也 就 是 研究 部 
分 和 序列 的 收敛 性 .本 节 给 出 级 数 收 钱 的 充分 必要 条 件 .绝对 收敛 级 数 
及 其 重要 性 质 和 任意 项 级 数 的 两 个 验 敛 准则， 


4.1.1 级 数 的 Cauchy 收敛 准则 


定理 1:1(Cauchy 收 伍 准则 ) 级 数 3\w, 收 伍 的 充分 必要 条 件 

是 ,Ye >0, 存 在 正 整数 N ,使 得 当 n> N 时 ,对 于 一切 正 整数 p 恒 有 
| Yl<e 

证 明 设 S,(n = 12,…) 表 示 级 数 > v 的 前 项 和 .根据 级 数 


收敛 的 定义 知 级 数 > ， tt， 收敛 的 充分 必要 条 件 为 数列 !S, 1 收敛 .再 由 
数列 收敛 的 Cauchy 收敛 准则 ,数列 1S, | 收敛 的 充分 必要 条 件 为 : 
Ye >0, 存 在 正 整 数 N, 当 n>N 时 ,对 于 一 切 正 整 数 p 便 有 


|S,.,—S,|<e 
成 立 . 


而 Syrp— Si = Urtt Unt2 tt urp = 3 Ui， 
n+p 
即 | 多 uw |<e 成 立 . 
证 毕 . 
例 1.1 用 Cauchy 收 全 准则 证 明 级 数 >， -六 收敛 
证 明 令 ww = 总 ,对 一 切 正 整 数 请 有 


[ur + Un+2 十 十 un+p | 


__1 1 .1 
CT 


1 1 1 
SAAT TD) rp (tp) 
1 1 1 1 1 1 1 


十 一 十 -十 ~ -~ -~ 近 二 
n n+l n+l1l n+2 ntp-1l ntp nn’ 


所 以 ,Ye>0, 取 N= | 1 |+1, 当 n>N 时 ,对 一 切 正 整数 p 有 


€ 


[urit at 十 十 urs|<e. 
由 Cauchy 收敛 准则 知 >， 二 收敛 


一 般 很 少 直接 利用 Cauchy 收敛 准则 判断 具体 级 数 的 敛 散 性 .重要 
的 是 Cauchy 收敛 准则 的 理论 意义 ,在 论证 许多 重要 定理 时 ,都 要 用 到 


ra 


已 . 


4.1.2 绝对 收 化 
定理 1.2 若 级 数 > 1， | 收敛 , 则 级 数 > ， zu 收敛 . 


证 明 因为 级 数 2， 12 | 收 往 ,由 Cauchy 收敛 准则 知 
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Ve >0, 存 在 正 整数 N , 当 n>N 时 ,对 一 切 正 整数 p 恒 有 
Ju tuslte + [us,|<e 
成 立 . 由 此 可 得 
{uri tT Mrs t+ un+p | 
luilt laualt+ |u,,,l<e. 


仍 由 Cauchy 收敛 准则 知 ， >， u。 收 人 钱 . 


、 


证 毕 . 
定义 1.1 车 > | v,| 收 俩 , 则 称 级 数 > w, 为 绝对 收敛 的 级 数 ; 
着 lz [发散 ,但 > ws 收 伍 , 则 称 > w, 为 条 件 收 全 的 级 数 ， 


由 此 定义 可 知 级 数 > ( - 1)”' 泌 绝 对 收 伊 , 面 忆 (~ D 7 斑 条 
件 收敛， 
定理 1.3 对 任意 项 级 数 5)u, , 设 数列 1YTaT| 的 上 极限 为 /， 
即 
TimnvVTaT=1(0< 入 Toe)， 


则 当 7<1 时 级 数 >) u， 绝对 收敛 ; 当 />1 时 级 数 >， u， 发 散 . 
证 明 设 /<1, 取 > 满足 :<yr<l. 根 据 上 极限 的 定义 可 知 , 当 > 
充分 大 时 必 有 jx | < r, 即 存在 正 整数 N, 当 ”>N 时， 


Vu,|<r, 
从 而 当 n>N 时 ,有 
|u, |r". 


5 r 是 收 敏 的 正 项 级 数 ,由 比较 判别 法 知 Du, 绝对 收 全 
当 1>1 时 ,由 上 极限 定义 ,存在 无 穷 多 个 ”满足 Yi >1, 即 存 
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在 无 穷 多 个 ,使 得 iu, | >1. 这 说 明 limu, 隆 0. 由 此 知 > yw 发 散 . 
证 毕 . 


对 


例 1.2 讨论 级 数 >， 一 -的 敏 散 性 . 
+) 
解 A = |xz|. 所 以 , 当 |x|<1 时 级 


十 一 
nn 


数 绝对 收敛 ; 当 |x|>>1 时 级 数 发 散 . 当 |x|=1 时 ,由 于 其 通 项 | ,|= 
1 


可 


定理 1.4 已 知 任意 项 级 数 yu , 令 
n=1 


一 二 关 0(n 一 %). 所 以 当 |zx| =1 时 级 数 发 艇 . 


1 ) Us， 当 ,>0 时， 
二 一 一 十 二 
0， 当 以 坟 0 时 ， 


1 一 uw,， 当 ,<0 时 ， 
wa =|) = 0， 当主 0 时 . 


(1) 若 级 数 2 zw 绝对 收敛 , 则 级 数 2 zw 与 2 zw 都 收敛 ; 
(2) 若 级 数 >， x， 条 件 收 敛 , 则 级 数 2 v, 与 2 w。， 都 发 散 . 


证 明 (1) 若 级 数 > u, 绝对 收敛 ,由 于 


0 委 vw 科 | | ,0Rw, 人 lu,|, 
由 比较 法 知 级 数 >，u， 与 级 数 > ,mw 都 收敛 . 
(2) 若 级 数 31u。 条 件 收 敏 ,假设 Yu 与 > w, 中 至 少 有 一 个 是 


收 化 的 .车 3) vo, 收 化 , 则 由 ws = ww - ww , 知 Yu 收敛 .又 由 
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4 绝对 收敛 .与 > w。 条 件 收 伍 相 矛 导 . 帮 
与 立 we 者 是 全 的 
证 毕 ， 


由 于 收 化 性 有 绝对 收 化 和 条 件 收 化 的 区 别 , 因 此 在 它们 之 闻 存 
一 些 杀 然 不 同 的 性 质 . 下面 给 出 绝对 收敛 级 数 的 两 个 性 
有 限 和 式 > wu 的 一 个 重要 性 质 是 其 和 与 各 项 先后 次 序 的 排列 天 


关 , 这 是 因为 数 的 加 法 满足 交换 律 .对 于 无 穷 级 数 > u, 能 否 任意 改变 
各 项 的 排列 次 序 呢 ? 


例如 ,对 于 级 数 
Sr 1 1 1 
2 人) 
由 交错 级 数 的 Leibniz 准则 知 它 是 收敛 的 ,但 不 是 绝对 收敛. 其 和 3S : 
in2. 当 将 其 重新 排列 成 级 数 
1 1 1 1 1 1 1 1 
1 5 14713 6 8 + 2 4 
时 ,可 以 证 明 这 个 重新 排列 之 后 的 级 数 之 和 为 了 SIn2 
又 级 数 0+ 于 +0- 于 +0+ 二 +0- 井 +… 收 笋 ,其 和 为 于 S. 将 它 
1 _ na-11 BA 
与 级 数 ( 1)" “元 相 加 得 
1 1 1 1 1 
1+0+ 一 广 + 己 +0+ 了 -+ 


其 和 为 3S. 即 级 数 


,1 1 1 1 1 
1+ 本 元 寸 吉 十 - 
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的 和 为 3S. 这 个 级 数 也 是 级 数 > '( -1)”!' 二 的 一 个 更 序 级 数 . 


这 些 事实 说 明 无 穷 级 数 与 有 限 项 的 和 不 一 样 ,各 项 的 次 序 是 不 可 
以 随意 改变 的 .事实 上 ,Riemann 证 明了 以 下 有 趣 的 定理 . 


定理 1.5 车 级 数 > u， 条 件 收敛 , 则 对 事先 指定 的 常数 o ,总 可 
以 将 5) xz， 的 项 加 以 适当 的 重新 排列 ,使 得 重 排 后 的 新 级 数 > ， u',, 恰 


好 以 o 作为 它 的 和 . 
证 明 从 略 . 


那么 ,级 数 31u, 满足 什么 条 件 时 ,可 以 像 有 限 项 的 和 那样 ,改变 
4 的 排列 次 序 而 不 改变 其 和 ? 结论 是 , 当 级 数 Du, 绝对 收敛 时 可 以 
将 其 各 项 任意 重 排 


定理 1.6 绝对 收 化 级 数 > 的 各 项 可 以 任意 改变 其 排列 次 
序 , 而 不 改变 它 的 绝对 收敛 性 ， 目 其 和 不 变 . 


证 明 ” 设 级 数 Y wu 是 > u, 的 各 项 任意 一 个 重 排 级 数 ， 
首先 证 明 , 当 yx。 是 收敛 的 正 项 级 数 时 ,Yuw, 也 收 敏 , 且 其 和 
不 变 . 
设 ww 收 化 于 S, 并 用 S, 表示 u, 的 前 项 部 分 和 ,用 S', 表 
示 D1w, 的 前 项 部 分 和 , 且 vi = ws ,一 1,2,… 


vit v2 + +t Vi | 十 ln 二 十- 
2 站 
令 = max!ni, nn2,° “" ,7 ， 则 


3 了 ce 
= < ou< Du,=S5. 
=1 i=1 = 


n=1 


1 
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说 明正 项 所 级 数 > 的 前 & 项 部 分 和 序列 有 界 , 因 此 正 项 级 数 


8 


局 v 收敛 . 记 其 和 为 $… 则 有 S” <s. 


另 一 方面 ,级 数 > vv， 也 可 以 看 成 是 > v， 的 重 排 . 由 上 面 的 结论 
-有 SS .所 以 S=3S 


其 次 证 明 , 当  w。 是 绝对 收敛 的 任意 项 级 数 时 ,结论 仍 成 立 . 
由 上 述 的 证 明 过 程 知 p31 wo| 是 收敛 的 , 即 > v, 绝对 收 全 


记 = 二 | + us) ,w= (|u| -0 , 则 >t 与 2 mw 是 
收敛 的 正 项 级 数 .又 有 


又 记 4 = 到 (or1+ ow = 二 (1 一), 则 局 与 
w, 也 是 收 人 的 正 项 级 数 . 且 有 
Do 5. Du,”. 
又 因为 站 4. 与 总 ww 分别 是 了 与 Di 的 重 排 .所 以 有 
DD Dw, 


从 而 有 


当 用 一 个 绝对 收敛 级 数 ,特别 是 正 项 级 数 ,进行 近似 计算 时 ,常常 
用 绝对 收敛 级 数 的 这 个 重 排 性 质 提高 级 数 的 收敛 速 度 . 即 重 新 排列 级 
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数 的 各 项 ,使 其 前 n 项 和 S, 收敛 于 S 的 速度 更 快 一 些 . 

下 面 讨论 两 个 无 穷 级 数 的 乘积 . 

设 Du 与 了 w, 是 两 个 收敛 级 数 .把 每 一 个 u 与 每 一 个 所 有 
可 能 的 乘积 排 成 下 表 : 


| mv ITV2 Uv Uv 
UV UV UY 0 UV, 
UU1 7132 UUy 0 UU 
UU UnU2 UU 机 Un Un 


这 些 乘 积 uv; 可 按 任意 次 序 排列 起 来 得 到 一 个 级 数 .经 常用 到 的 是 以 
下 两 种 排列 方法 . 


(1) 对 角 线 排列 
Du nm ”1 
UV! UV UV3 ULaTn 
a2 1 7 2 U2 2 U3 2 


3U1 U3VU2 U3YU3 ”Us3Un 


位 于 同一 对 角 线 上 的 各 乘积 之 和 作为 2 ws 与 2 ww 的 乘积 级 数 的 一 


项 .从 而 乘积 ( 2， ww, ) ( 2) v, ) = 2，c, 的 通 项 为 


n=1 n=1 


Ca UVst UVa lt + wv1. 


按 这 种 排列 方法 得 到 的 乘积 称 为 2 us 与 2 ww 的 Cauchy 乘积 . 
(2) 正 方形 排列 


了 
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y J 1 , 


Wi vi U1 YU; UI Us 机 U1 VU, 
EE WVU UU Wy VU, 


[FE UUTUI UIT UV U3Un 


FE WUT UV2 UY UV, 


位 于 每 个 正方 形 边 界线 上 的 各 个 乘积 之 和 作为 2 ws 与 2 z 的 乘积 
级 数 的 一 项 .从 而 乘积 级 数 的 通 项 为 


Cu 二 Uv tt Ur ds tt wv +t wv t+ WV. 


定理 1.7 设 级 数 ju, 与 2v, 都 绝对 收敛 , 且 2yu, = A， 


oo 


= 8 . 则 它们 的 任意 一 个 乘积 ( 4,)( > wu ) = >c, 都 绝对 


收 伊 ,是 其 和 为 AB. 
证 明 从 略 . 
4.1.3 任意 项 级 数 收敛 性 的 判别 法 


Abel 引 理 ” 设 数列 和 a,1 与 15,1 满 足 
(1) fa: 是 单调 的 ; 


(2) 记 B,;,= b+ b2 十 + b;(i= 二 1,2,…,n), 存 在 正 数 M ,使 得 
1B,| 志 MM(i=1,2,…,n), 则 


| Ba |<M(al +21a,1). 
n=1 


证 阴 b=Bi,b,=B,—-B',…,b,=B,—B,i, 


Da =aiB: +a.(B,— Bi)+:+a,(B,— B,.:) 
i=1 


= 了 BCal 一 Qa ) 十 B,(a; —a3)+ 机 + 也 (Casa 一 av )+ Bsa,, 
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由 于 fa,} 是 单调 的 , 故 每 个 ci -~ ai (=1, 2，… 
号 ,所 以 


,7 一 1) 都 是 同 
[Sap |<M| Ta) |+ Mia 
=Mlai-a,l+Mla,l<M(lal+2|a,|). 

证 毕 . 

定理 1.8(Abel 判别 法 ) 若 级 数 > = Deb, 满足 

(1) 级 数 了 6 收敛 ; 

(2) 数 列 | a | 为 单调 有 界 数列 . 


则 级 数 3) WU, = 5 ab, 收敛 . 


证 了 明 由 于 级 数 > 76， 收敛 ,根据 Cauchy 收敛 准则 知 , Ye >>0, 存 
在 正 整数 N, 当 n>N 时 ,对 一 切 正 整数 p 有 
| 35)<e. 
现在 考察 > ab ,并 记 | a | 过 CCk=1,2,…). 册 Abel 引 理 , 当 
n>N 时 ,对 任意 正 整 数 p 有 
| 3 ab | Sellasnl+2|a,, ,|) SICe. 
由 Cauchy 收敛 准则 知 级 数 Da.b, 收 伍 . 
证 毕 . 
例 1.3 CY “23 的 收敛 性 


解 记忆 =(-1) ,= 1 


立 aa Leibniz 准则 知 它 是 收敛 的 . 
n=1 n 
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数列 4, | 显然 是 单调 减 的 数列 ,而 且 | 4, |<<2. 由 Abel 判别 法 知 级 
数 了 (一 1)"' 瑟 2 是 收 伊 的 ， 


定理 1.9(Dirichlet 判别 法 ) 若 级 数 >) u. = 2 awb, 满足 


(1) 级 数 6。 的 部 分 和 数列 1B,| 有 界 , 即 | B.| = | >6|<<M 
(2 
(2) 数 列 1a, | 单调 , 且 lima, = 0， 


则 级 数 > u, 收敛 . 


证 明 ”因为 lma, =0, 所 以 Ye >0, 存 在 正 整 数 N, 当 ”>N 时 ， 
lal<e. 


n+p 
现在 考察 2 abs - 因为 


15 + 二 二 By = 1B - B, |2M, 
由 Abel 引 理 , 当 n>N 时 ,对 任何 正 整 数 p 有 


| 3 6, | <2M Ca | +42), sl) <6Me. 
由 Cauchy 收敛 准则 知 > 收 化. 
证 毕 . 
例 1.4 设 {a 满足 a 之 a, 之 … 之 a, 之 “, 且 tima, =0, 判 断 级 
数 Yavsinnz 与 SY a,cosnzx 的 敛 营 性. 
解 先 讨论 级 数 SVavsinnz , 当 开 = 2kr(E= 0,+1, 土 2,…) 时 ， 


显然 级 数 是 收 全 的. 当 x 元 2kx 时 ,可 以 证 明 级 数 1sinnz 的 部 分 和 是 
有 界 的 . 由 下 面 的 三 角 公式 知 
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n 


2sin 3 ( Dsinkz ) = C2 一 cos 天 xz] + 


k=1 
—1 2n+1 ) 
TST 7 


(eo 3z 一 COS 广 z 十 …' 十 (eos 2n 


= 00s TZ -oos tl 
Cos C08 一 7 一 工 ， 


cos 二- cos 2 六 > | <2 , 故 对 任 一 固定 的 Xz 关 2kx, 有 


| DJsinkz |< 1 . 
k= sin 斑 


根据 Dirichlet 判别 法 知 当 x 关 2kx 时 ,级 数 >， a,sinnz 收敛 . 


而 


综 上 所 述 ,SYa,sinnz 对 任意 的 x 是 收 化 的 . 
再 讨论 级 数 Ya,cosnz， 当 xz 关 2kr 时 ,同样 可 以 得 到 级 数 


2 cosnz 的 部 分 和 是 有 界 的 . 即 


neoskzl< 1 
站 
故 当 工头 2kx 时 级 数 Bascoonr 是 收 伊 的 . 而 当 x = 2&x 时 
> a cosnz 变 为 > a, ,此 时 需 视 a 的 性 质 判别 它 的 敛 散 性 . 
例 1.5 证 明 级 数 > Sa" 是 条 件 收 全 级 数 
证 明 在 上 例 中 取 a, = 工 , 则 4 oj 单调 碱 , 旦 ima, = lim 工 =0. 
令 = 1, 知 级 数 54 收 化 .又 


. 。 2 
sinn |~,sin n l—cos2n 1 cos2n 
之 


n 2n 2n 2n 
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因为 和 3 元 为 发 散 级 数 ， > 2 为 收敛 级 数 ， 所 以 (去 - Se | 


是 发 散 的 . 即 > 


sinn 
n 


是 发 散 的 . 故 级 数 >，sinz 是 条 件 收敛 的 ， 


4.2 ”函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 

设 函 数 序列 lv (z)1 中 的 每 个 函数 u(x),n =1,2,… 在 某 实数 
集 EE 上 有 定义 , 则 称 表达 式 u(x) + w(x) + + u(x)+ = 
(x) 为 定义 在 EE 上 的 本 数 项 级 数 ， 

称 S.(z)=- Dlr) ,nel2, -为 函数 项 级 数 > v。 (z) 的 前 
"项 部 分 和 . 设 zo EE, 车 数 项 级 数 > wo) 收敛 , 即 部 分 和 S, (20) 
- Bulz0), "一 时 极限 存在 , 则 称 函数 项 级 数 > wu (z ) 在 点 
zo 处 收 化 ,并 称 zu 为 收敛 点 ; 着 Du (zs ) 发 散 , 则 称 函 数 项 级 数 


Do (xz) 在 点 zx。 处 发 散 .车 DD 是 级 数 > (z) 的 全 体 收 敛 点 的 集 


合 , 则 称 DD 为 该 级 数 的 收敛 域 . 对 于 收敛 域 D 内 的 所 有 点 二 ， 极限 
limS, (zx)= S(xz) 


都 存在 .因而 函数 S(x) 在 收敛 域 D 内 有 定义 . 称 函数 S(z ) 为 函数 项 
级 数 > v,(z) 的 和 函数 .并 记 


Wr) tur) te tr) te Sha, (x)= S(z), 


rE€ED. 
我 们 仍 称 


mm(z)=S(Or) -So(z)= > ai(Z) 
为 函数 项 级 数 的 余 和 .在 收敛 域 D 内 的 每 一 点 < 处 都 有 
limr, (z)=0. 
根据 收敛 的 定义 ,函数 项 级 数 的 收敛 性 问题 归结 为 部 分 和 序列 
1S, (xz) 1 的 收 合 性 问题 . 即 研究 西数 项 级 数 > vs (z ) 的 收敛 问题 与 研 
究 函 数 序列 | S, (x) | 的 收敛 问题 等 价 。 


若 级 数 > u， 4z) 中 的 每 一 项 u, (zz) 都 是 连续 函数 , 则 由 有 限 个 连 


羡 函 数 之 和 仍 为 连续 冰 数 知 ， 其 部 分 和 S, (z) 为 连续 函数 . 若 u; (x) 可 
导 , 则 S, (zx) 可 导 , 且 S', (xz) 等 于 w(xz)(i=1,2,…,n) 之 和 .积分 也 


有 类 似 的 结论 . 若 级 数 2 wu (zz) 收 合 于 S(z), 也 就 是 将 有 限 个 函数 


之 和 的 概念 推广 ,那么 当 每 个 u; (z) 连 续 时 ,级 数 的 和 S(z) 是 否 连 
续 ? 换言之 连续 函数 序列 | S,(z)} 的 极限 函数 是 否 仍 为 连续 函数 ? 当 


zz) 可 导 时 ,SGCz) 是 否 可 导 ? S'(z) 是 否 等 于 > uw, (zz)? 对 积分 
也 可 以 提出 同样 的 问题 . 

例如 ,函数 序列 S, (xz)= x” ,n=1,2,…, 是 [0,1] 上 的 一 个 连续 函 
数 序列 .现在 研究 其 极限 函数 .显然 , 当 0 委 z<1 时 ,limS(z)= 
jin =0, 当 z=1 时 ,limS,(z)=1. 所 以 1S, (xz)| = x"| 在 区 间 [0， 
1] 上 收敛 ,其 极限 函数 为 
0， 0 和 <x<1， 
1, z=1. 

虽然 函数 序列 | S, (zx)| = {x”| 中 每 一 个 函数 在 [0,1] 上 是 连续 的 ， 
但 其 极限 函数 S(z) 在 [0,1] 上 不 连续 . 

由 S,(z) 的 性 质 推出 其 极限 函数 S(z) 的 性 质 是 数学 中 的 一 
要 问题 ,只 有 收敛 概念 是 解决 不 了 这 个 问题 的 .为 此 ,需要 引入 一 个 更 


S(x)= 
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强 的 收 钱 概念 
4.2.1 函数 序列 的 一 致 收 敏 


函数 序列 1S,(z)} 在 zx。 点 收敛 , 即 常数 数列 | S, (zo) 收 伍 , 记 为 
limS, (x0) = SCxo). 
按 数列 极限 的 定义 ,Ve>0, 存 在 正 整数 N ,使 得 当 n>N 时 , 恒 
有 |S,(zo)-SCzo)1<e. 
车 函数 序列 | S, (xz)| 在 数 集 X 上 每 一 点 x 都 收敛 , 则 称 { S, (zz) 
在 X 上 收敛 .其 极限 为 定义 在 X 上 的 函数 , 记 为 SCz). 即 
limS,(z)= S(x). 
按 极限 定义 ,Ye >0, 对 每 一 点 x EX, 必 存在 一 个 正 整 数 N ,使 得 当 > 
>N 时 , 恒 有 1S, (zx) 一 S(zx)|<e 成 立 .这 个 正 整 数 N 一 般 来 说 不 仅 
依赖 于 s ,也 依赖 于 x, 记 作 N(e ,x) .一致 收敛 概念 , 则 是 要 求 能 找到 
仅 依赖 于 e ,而 不 依赖 于 xz 的 N. 即 对 X 上 的 一 切 点 z 都 适用 的 NN 
(s). 现 给 出 一 致 收敛 的 概念 . 
定义 2.1 已 知 函 数 序 列 1S, (xz)1 及 沙 数 SCz), 若 Ve>0, 存 在 
只 依赖 于 e 而 与 x 无 关 的 正 整数 N(e), 使 得 当 n>>N(e) 时 ,不 等 式 
|S, (zx)-—- S(x)Il<s 
对 一 切 的 xE X 和 忆 成 立 . 则 称 函 数 序 列 |S, (x) 在 祥 上 一 致 收敛 于 
SCz). 
函数 序列 的 一 致 收敛 性 也 可 用 下 面 的 定义 来 叙述 . 
定义 2.1 记 |S,-Sl ~ suplS, (zx)- S(x)| , 若 
lim|S,- SI =0, 
则 称 {S, (zx) 在 久 上 一 致 收敛 于 S(x). 
可 以 证 明 , 这 两 个 定义 是 等 价 的 . 


例 2.1 证 明 函 数 序列 S,(z) = 行头 天 在 (一 co ,+eco) 上 的 一 


致 收敛 性 . 
证 阴 ”方法 一 ”对 每 个 xE( 一 ,+ 00), 显 然 有 


limS,(z)= limT 7 =0, 
即 SCz)=0. 又 
加 ZX 1, 2nlz| 
|S, (zx) S(Cz)|= | 37 TT 


Ve>0, 取 N= | 元 |, 当 n>N 时 ,VYzE€(- om,+ om) 恒 有 
1S, (xz) 一 S(z)|1<e 成 立 . 

由 一 致 收敛 的 定义 2.1 知 ,S， (zx)=7 本 和 在 (一 ?9， + co ) 内 一 
致 收敛 于 0. 

方法 二 因为 S(x)=0,|S,(x)-S(z)|= 二 


1S, (xz) 一 S(z)| 的 最 大 值 , 即 求 函 数 f(x)= 了 计 


由 (Tr) = 本 芒 扩 jz 0, 得 z= 十 汪 ,可 以 验证 , f(x) 在 
(- ,+ o) 上 的 最 大 值 为 二 .于 是 有 
_1 
| S.-S1 = 元 0. 


由 定义 2.1 知 在 (一 ,+ %) 上 1S, (xz)| 一 致 收敛 于 0. 
例 2.2 证 明 S, (xz)= zx" ,n=1,2,… 在 [0,1] 上 不 一 致 收 化 : 
证 明 方法 一 因为 


0， 0 委 z<1， 
S(xz)= 
1， z=1. 
”",， 0< 和 xz<1， 
CD-sC -| 和 
0， z=1. 


存在 正 数 eo = 于 ,对 任何 正 整数 N ,都 存在 正 整数 w > N, 当 zo = 二 
E(0,1) 时 ,使 得 
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IS, (zo) ~ SCzo)|= | ( 声 ) -| _1、1 
故 S,(z)=z" 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 . 
方法 二 由 于 sup,1S,(x)-S(z)1=1, 姑 上 SS, ~ Sl=1. 所 以 

lim | S, -S10. 故 S, (x)=x" 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 . 


例 2.3 证 明 SCz)=e7” 在 (-oo,+oc) 上 不 一 致 收敛 ,但 在 
ix| 宇 6( 其 中 56>0 为 常数 ) 上 -- 致 收敛 . 


证 明 ”因为 
a z=0 
SC2) -tims,(7)= time -| “0 
ls(z)-S(z)l|= sop le™ -S(z)| 
sup Ee | 
im 上 SCz)-SCz) 1 20, 
故 S.(z) 在 (一 %,+ oo) 上 不 一 致 收 伍 ， 
但 当 ir| 宇 86(6>0) 时 
lS,(r)—- SC(z) | = supe = ， 


而 lime ”=0, 故 |S,(z)! 在 lz | 之 6 时 一 致 收敛 . 

定理 2.1(Cauchy 一 致 收敛 准则 ) 函数 序列 1S.(z)} 在 X 上 一 
致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 

Ye >0, 存 在 正 整 数 NN, 当 n>N 时 ,对 于 一 切 正 整数 p 及 一 切 z 
EX, 不 等 式 

|1S vv(Cz)-S,(z)1<e 

恒 成 立 . 

证 明 必要 性 车 在 X 上 |1S,(z)i 一 致 收敛 于 S(z), 则 Ye>0， 
存在 正 整数 N, 当 n>NN 时 ,不 等 式 


1S,(z)- S(z)1 < 
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对 一 切 zxEX 恒 成 立 . - 
故 当 n>N 时 ,对 一 切 正 整 数 p 及 一 切 x EX, 不 等 式 
|S,;, (x)— S, (zr)||S,,,(x)- S(r)| +|S,(z)- S(z)| 


< + 本 = 


wm 


恒 成 立 . 
充分 性 ”因为 Ye >0, 存 在 正 整 数 N, 当 n>N 时 ,对 一 切 正 整数 
p 及 一 切 xEX, 不 等 式 


|S,,p (x)- S,(z) < 

恒 成 立 .这 表示 对 每 个 点 zxE X ,|S, (xz)} 是 收敛 的 .不 妨 设 其 极限 函 
数 为 S(z), 即 lim S,(z)= S(z). 在 上 面 的 不 等 式 中 , 令 p 一 取 极限 
得 1S(z)- S,(z)|<#<e. 
当 n>N(e) 时 ,对 一 切 xEX 恒 成 立 . 故 {S.(z)i 在 X 上 一 致 收敛 于 
S(z). 证 毕 . 

4.2.2 函数 项 级 数 的 一 致 收 化 性 

研究 函数 项 级 数 


oo 


Wr) ta tt + So(z) 
的 一 致 收敛 性 . 

定义 2.2 函数 项 级 数 SY u(x) 的 前 "项 和 记 为 S,(z) ,如 果 该 
函数 序列 1 S, (zz)| 在 X 上 一 致 收 合 于 S(z), 则 称 函数 项 级 数 


> xu(z) 在 X 上 一 致 收敛 于 SCz). 


” ”由 此 定义 可 知 , 若 函数 项 级 数 在 X 上 一 致 收 但 于 S(z), 则 它 一 定 
在 六 上 收敛 .反之 ,结论 不 一 定 成 立 . 例如 级 数 


六 + (22 一) 十 人 (人 
. n=] 
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在 (一 1,1] 上 收敛 于 
0,，|zxl<1, 
1, xXx=1 
但 它 在 (一 1,1] 上 不 一 致 收敛. 
由 函数 序列 | S,(z)} 一 致 收敛 于 S(z) 的 Cauchy 收敛 准则 ,可 以 


S(x)= 


得 到 函数 项 级 数 >， u,( 工 ) 一 致 收敛 的 Cauchy 准则 . 


定理 2.2 函数 项 级 数 》 u, (xz) 在 义 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 
件 为 : 
Ye >0, 存 在 正 整 数 N, 当 n>N 时 ,对 一 切 正 整数 p 和 一 切 xE 
X ,不 等 式 
u(r) +t ura(r)+ turs(r)|<e 


恒 成 立 . 


例 2.4 证 明 级 数 了) TCD 在 [0,+o) 上 一 致 收 
委 . 
证 明 [ur (x) +t ur (rT) t+ wu,rs (rT)| 


一 1 a 
TTITA) CATITZ) ! (NiortIi) + 


(n+p+z)(nt+p+1i+z) 


1 1 1 _ 1 ., 
(a + (i + 


1 1 ) 
nti+pt+x n+p+l+zx 
一 1 1 
n+l+x n+p+1l+x 
当 z>0 时 ， 


1 1 1 
[u(r)t ur) tt up rT) EIT FF1< Nn. 


因此 ,Ve>0, 取 NN=| 二 |, 则 当 n>N 时 ,不 等 式 
[ur (XT) taux)tt up (r)| <e 
对 一 切 正 整 数 p 及 一 切 xE10, + eco) 恒 成 立 . 故 所 给 级 数 在 10, + co ) 
上 一 致 收敛 . 
定理 2.3(Weierstrass 判别 法 ) 设 正 项 级 数 》) M， 收 伍 ,着 VYx 
EX, 恒 有 
|u, (xz)|M, ,n=1,2,. 


则 函数 项 级 数 了 u(x) 在 X 上 一 致 收 全 


证 明 因为 正 项 级 数 > M, 收敛 ,所 以 Ye >0, 存 在 正 整数 


N(e), 当 n>N(e) 时 ,对 一 一 切 正 整 数 p， 恒 有 
RMT+AMa + … ‘+M,:,<e 
成 立 . 而 
u(r) +t ur (rz) + + usr (zr)| 
u(r) +t lu zr) I + +t Tu s(x)| 
SM tM asttM <s 
对 一 切 xE 久 及 一 切 正 整 数 p 恒 成 立 . 由 Cauchy 收敛 准则 知 
> us《z) 在 XX 上 一 致 收 化 . 
证 毕 . 
我 们 称 正 项 级 数 >) M 为 函数 项 级 数 > (xz) 的 优 级 数 .所 以 
Weierstrass 判别 法 也 称 为 优 级 数 关 别 法 或 M 一 判别 法 . 


例 2.5 设 常数 项 级 数 1a， 绝对 收 敏 ,证 明 级 数 > a,cosnz 和 


Das sinnz 在 (- ceo, + oo) 上 一 致 收 化. 
证 明 因为 在 (- co, + oo) 上 ,|ascosxz | 委 |a, | ,lasinnaz | 三 
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ia,1. 而 >) ia, 1 收敛 ,由 Weierstrass 判别 法 知 级 数 ascosmx 和 
Da,sinnz 在 (一 ,+ %) 上 一 致 收 钱 . 


特别 地 ,级 数 > 虽 于 和) 守 于 ， 当 p>1 时 ,在 (+%) 
上 一 致 收 全 

例 2.6 证 明 级 数 于 在 (一 ,+ 中) 上 一 致 收 全 

解 因为 


nz 二 
1 |S 
1+n zx 


n|z| 1 


5 二 


2n7|z| 2n7 


而 常 数 项 级 数 了 - 六 收 全 放 级 数 > T+ 在 (-%， + co ) 上 一 
致 收敛 . 


利用 优 级 数 判别 法 判别 函数 项 级 数 > u,(z) 的 一 致 收 全 性 ,实际 
上 可 得 到 > | (z)1 也 是 一 致 收 全 的 ,从 而 得 到 级 数 > v,(z) 一 到 
绝对 收 敏 . 当 S | zx (z)1 不 一致 收 伍 时 , 优 级 数 判别 法 失效 .下 面 再 给 
出 两 个 判别 法 ,其 证 明 从 略 . 
”定理 2.4(Abel 判别 法 ) 若 函 数 项 级 数 > as(z)6.(z),zE X， 
满足 


(1) > (z) 在 X 上 一 致 收敛 ; 


(2) 对 每 个 固定 的 XEX, 序 列 1a,(xz)| 关 于 单调 , 且 1a, (xz) 


在 X 上 一 致 有 界 , 即 存在 常数 M >0, 使 得 对 任意 的 zxEX 都 有 
1a,(z)1 委 M. 


则 Ya, (zx)5,(x) 在 X 上 一 致 收 伊 . 


定理 2.5(Dirichlet 判别 法 ) 若 级 数 ia, (z)6b, (xz),z EX, 满 


(1) 部 分 和 序列 B (xz) = Sp),n =1,2,…, 在 XX 上 一 致 有 
界 ; 

(2) 对 每 个 固定 的 x EX, 序 列 ia, (x)! 关 于 nn 单调, 且 {a,(zx)| 
在 X 上 一 致 收敛 于 零 ， 


则 级 数 >\as(z)6。(z) 在 X 上 -一致 收敛 ， 
、 、 1)"(r+n)” 
例 2.7 讨论 级 数 >， 一 一 在 [0,1] 上 的 一 致 收敛 性 ， 


解 令 5.(z)=( 一 1)" 土 , 则 级 数 》16,(x)= 六 (-1)" 二 是 一 


致 收 敏 的 . 记 a (x)= = 1+ 攻 ) ,n=1,2,…, 则 |a, (zx) 
对 每 个 固定 的 x 关于 为 单调 增 的 序列 且 当 zeE [0,1] 时 满足 
(1 于) <e <e, 即 1a,(z)1 在 [0,1] 上 一 臻 有 界 .由 Abel 判别 法 知 ， 


级 数 5) 0 


例 2.8 讨论 级 数 了 (1)" 1 闻 iy 玉芝 -在 [0,1] 上 的 一 致 收 伍 性 


解 令 b.(z)=(-1)",a,= 区 


_< 加 ,7 为 偶数 ， 
eb 为 厅 数 


故 |B,《x)| 志 1, 即 B, (zx) 在 [0,1] 上 一 致 有 界 . 
显然 对 每 个 zxE [0,1],1a, (xz)1 是 单调 减 序 列 .现在 证 明 a, (z) 
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一 致 收敛 于 零 . 


Ve>0, 不 妨 设 se<1. 将 [0,1] 分 为 [0,ej 与 [s,1] 两 个 区 间 , 当 x 
E[0,e]j 时 ， 
a <e, n=1, 2,: 


当 xzE€le,11 时 ， 


工 1 
= < 
On IF)" (I+ed)"’ 


了 2 二 1,2，… 


由 于 lim 7 了 y= 0 , 故 存 在 正 整 数 N(e), 当 n>N 时 


RI+e ET 
e. 

由 上 面 的 推导 知 : 当 zxE€1[10,1] 时 ,只 要 n>N(e), 有 |a,|<e, 即 
fa,(z)1 在 [0,1] 上 一 臻 收敛 于 零 . 由 Dirichlet 判别 法 知 级 数 


2(-1)" 在 [0， ,二 上 一 致 收敛 、 


4.2.3 一 致 收 化 级 数 的 性 质 
有 了 一 致 收敛 概念 ,可 以 研究 级 数 的 和 函数 的 性 质 , 以 回答 本 节 开 
始 时 提出 的 问题 . 
1. 和 连续 性 定理 
定理 2.6 车 函数 序列 ! S, (xz)| 的 每 一 项 S, (zx) 在 [a ,5] 上 连续 ， 
和 且 {S, (xz) 站 在 [a ,5] 上 一 致 收敛 于 S(z), 则 S(x) 在 [a,5] 上 连续 . 
证 明 ”因为 1S, (zx) 在 [a ,5] 上 一 致 收敛 于 S(z), 所 以 ,Ye >0， 
必 存 在 正 整 数 N(e), 当 n>N(e) 时 ,对 一 切 xE[a,b] 忆 有 
|S,(z)- S(zx)l<5 
成 立 .对 于 取 定 的 一 点 x。E[a,5], 显 然 也 有 
IS, (zo)- S(zo)|<3 
成 立 . 


第 4 章 级 数 79 


又 因为 S.(z) 在 ze 点 连续 ,所 以 对 上 面 所 给 的 。>0, 存 在 6>0， 
使 得 对 于 xE N(xo,6) 门 [a,5] 有 
1S,(z)- S, (zo)1 <3 
成 立 . 
所 以 对 任意 的 zE N(xz。o,6) 门 [a ,po 有 
1S(z)-S(Czo)l 委 1S(z) -So(z)1+19S,(z)-S.(zo)|+ 
1S,(zo) 一 S(zo)|<e 
成 立 . 这 说 明 S(x) 在 点 x。 连续 .由 于 xz。€ [a,bj] 是 任意 的 ,所 以 
S(x) 在 [a,6b] 上 连续 . 
证 毕 . 
将 上 述 关于 函数 序列 的 连续 性 定理 用 于 函数 项 级 数 2>u, (x), 可 
得 如 下 定理 . 


定理 2.7 若 u.(z),n=1,2,…, 在 [a,651 上 连续 ,上 且 >》)u, (zx) 


在 [a ,5] 上 一 致 收敛 于 S(z), 则 S(xz) 在 [a ,bj 上 连续 . 
此 定理 说 明 ,在 所 给 条 件 下 有 
lim SCz)=S(Czo)， 


或 
lim Du, (zx)= 》 lim ua( 工 ). 
即 极限 号 与 求 和 号 的 顺序 可 以 交换 . 


2. 逐 项 积分 
定理 2.8 车 函数 序列 {S,(z)} 的 每 一 项 在 La,8j 上 连续 , 且 
{S,(z)i 在 [ae,2] 上 一 致 收 敛 于 SCz) , 则 对 一 切 xE[a,b1 有 


iim| S,(2)d =| SCod =| lim S, (1)di, 


且 | soaz| 在 [ao 上 一 致 收敛 于 | SGe)dz。 
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证 明 在 定理 的 条 件 下 知 SCz) 在 [ae ,5] 上 连续 .所 以 当 zE[a， 
5] 时 ,积分 | S(1)dt 存在 . 


因为 1S,(z)} 在 [a ,6] 上 一 致 收敛 于 SCz) ,由 定义 ,Ye>0, 存 在 
正 整数 N(e), 当 n>N(e) 时 ,对 一 切 xiE[a,b5] 有 


IS,(z)- SCz)1< 产 一 
a 
成 立 .所 以 
上 sode-| SC)drl = 上 [so0-sCD]dxls 


| 1s.00- SCDld<i lz-al<j -oa)=e. 
这 就 说 明 im| S, (1)dt=| S(z)dz, 且 | S,(z)dt 在 [a,5] 上 一 致 收 
全 于 | S(1)dz 
证 毕 . 
此 定理 说 明 ,在 所 述 条 件 下 ,极限 运算 与 积分 运算 可 以 交换 顺序 . 
特别 地 , 当 S, (xz) 在 [a ,5b5] 上 连续 , 且 {5S, (zx) 在 [a,5] 上 一 致 收 
钙 于 S(z), 则 


lim| s， (xz)dr= fsc )dz . 
相应 地 , 函数 项 级 数 >， us( 工 ) 有 以 下 逐 项 积分 定理 . 


定理 2.9 若 wu(z) 在 [a,b] 上 连续 , > ws (zx) 在 [a,6] 上 一 到 
收敛 于 S(z). 则 


Sa= [soac=f S 2 (tt)dt， 
其 中 ze [a,6]. 且 函数 项 级 数 5 | utd 在 [a ,5 上 也 一 致 收敛 


于 | SC)dr. 


特别 地 


Df zaz=| sczaz=| 2 u(x)dz. 
3. 逐 项 求 导 
定理 2.10 车 1S, (zx)| 中 的 每 一 项 在 [a,5] 上 有 连续 的 导数 


S',《x), 而 且 在 [a,6] 上 1{S,(z) 收 僵 于 S(xz),{1S',(z)} 一 致 收敛 于 
oz) , 则 


SCz)=a(z)， 
即 
dlimS, (zr) = lim dS,(x)=o(r) 
Qnro "odx ” . 
且 {S, (xz) 省 在 [a ,5] 上 也 是 一 致 收敛 的 . 
证 明 ”因为 在 [a,bj 上 S',(x)(n=1,2,…) 连 续 ,|S',(x)| 一 致 
收 僵 于 c(z) ,由 定理 2.6 知 oc(x) 连 续 . 又 由 定理 2.8 有 
| oC)dr= lim| S21)dr= lim[S, (x)- S,(a)]= S(z)- S(a). 
对 积分 上 限 xz 求 导 得 
o(xr)=S’(z). 
因为 S,(z)=S,(a)+| S'(1)dz, 由 定理 2.8 知 {| S,(1)dr| 在 
[a,b] 上 一 致 收敛 .所 以 ,1S,《z)1 在 [a ,58] 上 也 一 致 收敛 
证 毕 . 
此 定理 说 明 ,在 所 给 的 条 件 下 极限 运算 和 求 导 运算 可 以 交换 顺序 . 
对 应 地 ,可 以 得 到 函数 项 级 数 的 逐 项 求 导 定理 . 
定理 2.11 若 u,(z) 在 [a,5b5] 上 具有 连续 的 导数 u',(xz), 而 且 在 


[4,56] 上 w(x) 收 化 于 S(z)， Du,(4) 一 致 收 伊 于 a(z). 则 


S’(z)= o(x), 
即 
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且 >， u,( 工 ) 在 [a ,5] 上 也 一 致 收敛 于 SCz). 
这 个 定理 说 明了 在 所 给 的 条 件 下 求 和 号 与 求 导 号 可 以 交换 顺序 . 
另外 ,此 定理 中 的 2 u',( 工 ) 在 [a ,5] 上 一 致 收敛 这 个 条 件 非 常 重要 ， 


不 能 随便 去 掉 . 如果 没 有 站 (xz) 一 致 收敛 这 个 条 件 , 即 使 在 条 件 


求 导 运 算 可 以 交换 顺序 . 
例 2.9 证 明 函 数 


= COSNnx 
f(z)= 2 
n=1 


在 ( - so, + oo) 内 有 连续 的 导数 ,并 且 f(x)= - 3) 守 姓 ， 


证 明 由 | wu,(zx)|= 


COS 了 2 万 
3 
n 


达 方 知 级 数 》) 3 给 在 (一 %， 
+ co) 内 一 致 收 伍 于 F(z) .当然 它 在 ( - co , + oo ) 内 收敛 ， 


又 zs(z)= 一 轩 迁 (n=1,2,…) 在 (-m,+ wm) 内 连续 ,而 且 


(x)1=| -于 天 < 一 上 


< 方 ,所 以 了 w(x)= -六 时 妊 在 (-%， 
+ co ) 内 一 致 收 伍 .Va,pE(-oc,+c),a<b, 由 定理 2.11 知 
, < COSNZ , oy /cosnz / Cy sinnz 
0 


且 由 定理 2.7 知 /“(z) 在 [a,5] 上 连续 .由 a,6 的 任意 性 知 / “(xz) 在 
(- om ,+ oo) 内 连续 . 且 三 (z) = -光洁 妊 . 


4.3 ”和 萎 级 数 的 一 致 收敛 性 和 性 质 


寡 级 数 Your 在 以 原点 O 为 中 心 ,以 R 为 半径 的 区 间 ( - R， 
+ 民 ) 内 绝对 收 伊 .该 区 间 称 为 收 全 区 间 ,R 称 为 收 化 半径 .在 点 + R 
处 者 级 数 的 收敛 性 需要 对 给 定 的 级 数 作 具 体 的 讨论 . 现在 进一步 研究 


震级 数 2 an” 的 一 致 收敛 性 及 性 质 . 


4.3.1 容 级 数 的 内 闭 一 致 收敛 性 

对 于 某 些 函 数 序列 {S,(z)} ,虽然 S, (zx) 在 某 个 区 间 I( 开 的 、 闭 
的 或 半 开 半 闭 的 区 间 ) 内 不 一 致 收 化 ,但 在 I 内 任 一 有 界 闭 区 间 [La,6。] 
上 一 致 收 全 .如 S,(z)=x" ,n=1,2,…, 由 例 2.2 知 , 它 在 [0,1) 不 一 
致 收敛 ,但 对 任 一 小 于 1 的 正 数 c ,都 在 闭 区 间 [0,c] 上 一 致 收敛 于 零 . 
这 是 因为 

,Sup,| S,(z)- S(z)| = sup | x" -0|1=c" 一 0(2 一 oo) 

定义 3.1 车 函数 序列 |S, (xz) 在 开 区 间 (a,5) 内 的 任 一 闭 子 区 

间 上 一 致 收敛 , 则 称 该 函数 序列 在 (a ,5) 上 内 闭 一 致 收敛 . 


定义 3.2 设 函 数 项 级 数 >) u, (zz) 的 前 n 项 和 为 S,(x),n=1， 
2,…. 如 果 函 数 序列 1 S, (xz) 在 (a,5) 上 内 闭 一 致 收敛 , 则 称 级 数 
2 wr(z) 在 (a,b) 上 内 闭 一 致 收 化 . 


定理 3.1 若 寡 级 数 >, a,x" 的 收敛 半径 为 尽 ,0< 尺 魏 + co , 则 该 
n=0 


略 级 数 在 收 化 区 间 ( - R,R) 上 内 闭 一 致 收 化 . 若 此 级 数 又 在 x+=R 点 
收 全 , 则 对 任意 的 cE (~R,R), 它 在 [c,R] 上 一 致 收敛 ;车 此 级 数 在 
三 一 尺 点 收敛 , 则 它 在 [ - 尺 ,c] 上 一 致 收敛 
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证 明 设 [a ,bj 是 (一 R,R) 内 的 任 一 闭 区间 . 
再 设 7 = max||a|,15||), 则 对 任意 的 zELa,6b] 有 
a,x” | lar’ |,n=0,1,2,. 


因为 0<r<R, 所 以 级 数 >， ia.r" | 收敛 .由 优 级 数 判 别 法 知 , 寡 
级 数 > a,z" 在 [ 一 7 ,7] 上 一 致 收 全 .从 而 >，avz 在 la ,5] 上 一 致 收 
伊 . 即 27 azx" 在 (一 RR,R) 上 内 闭 一 致 收敛 . 

下 面 证 明 后 面 的 结论 . 


设 》 oa,R" 收敛 .因为 
n=0 
1 1 = 并 ” nn 
47 三 习作 ) aR 


而 ( 商 )】 在 [0,R] 上 一 致 有 界 , 且 对 每 个 xE [0,R], ( 关 】 关 于 单 
调 , 由 Abel 一 致 收敛 判别 法 徊 DE 在 [0,R] 上 一 致 收敛 . 当 0<。 
<R 时 ,显然 az 在 [c,R] 上 一 致 收 敏 . 当 -R<c<0 时 ,由 前 半 
眉 的 证 明 ,对 一 切 rE (0,R) ,村 级 数 > avr 在 [ - -,r1 上 一 致 收 伍 . 


因此 ， an 在 [c,0] 上 一 致 收敛 .综合 起 来 知 ,对 任意 的 cE€ (一 民 ， 


尺 ), 徊 级 数 在 [c,R] 上 一 致 收敛 . 

类 似 地 可 以 证 明 当 和 宕 级 数 在 一 尺 点 收敛 时 ,该 震级 数 在 [- 尺 ,cj 
(一 RR<c<R) 上 一 致 收敛 . 

证 毕 . 

由 函数 项 级 数 的 性 质 及 赛 级 数 的 内 闭 一 致 收敛 性 ,可 以 得 到 寡 级 
数 的 下 列 性 质 . 


4.3.2 和 需 级 数 的 性 质 
定理 3.2( 运 算 性 质 ) 设 畦 级 数 》) a,x” 与 2 bz" 的 收敛 半径 
分 别 为 R, 与 R,(R, >0,R,;>0), 即 
Va’ = Si(2),( ~ Ri,R), 
Dj bx” = Si(7),(— R,,R,). 
令 尺 =min(Ri,R,), 则 在 (一 RR,R) 内 有 
(1) Dj kasr” + SO = Dka, + Ub,) x" =kSi(r) + 1S(7), 
其 中 ,i 是 任意 实数 ; 


(2) (Farr) (D6)= (ao + ap + +anpo)zn = 
Si(z) Si(z). 加 

定理 3.3 车 雷 级 数 51awz" 的 收敛 半径 为 R(R >0), 则 其 和 函 
数 s(z) 在 ( - R,R) 内 连续 . 若 该 时 级 数 在 二 = R( 或 二 = -RR) 点 收 
敏 , 则 S(z) 在 ( -RR,R]( 或 [ - R,R)) 上 连续 

定理 3:4( 逐 项 积分 ) 车 宕 级 数 Yaszr" 的 收 合 半 径 为 RC(R > 
0) ,和 函数 为 S(z), 则 对 任意 的 zE (RR,R) 有 

和 sd hr 

并 且 乏 项 积分 后 所 得 到 的 新 级 数 的 收敛 半径 仍 为 R. 


定理 3.5( 逐 项 求 导 ) ”车 短 级 数 > a,r" 的 收敛 半径 为 R(R> 
0) ,和 函数 为 S(z), 则 对 任意 的 xzE( 一 R,R) 有 


S'(zx)= (yasz") = > (ar) = Dy na 
n=:0 n=0 n=1 
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并 且 逐 项 求 时 后 的 新 级 数 的 收敛 半 径 仍 为 R. 
连续 用 此 定理 可 以 得 到 , 寡 级 数 1a,z" 在 其 收 化 区间 内 可 以 逐 
项 求 导 至 任意 阶 导数 : 
S (x)= Sn- Dn-2) (nm k+l a *, 
|xz|<R,k=1,2,.… 
例 3.1 求 短 级 数 >\( -1)"…' 本 的 和 函数 
解 “ 不 难 求 出 此 宕 级 数 的 收敛 域 为 ( -1,1]. 设 
S(z)= DCD" 11 
则 加 


S(z)= 5 (DE) =D) = (1,1). 


| 1+xzx” 


由 于 S(0)=0, 故 对 一 切 zxE(-1,1), 可 求 得 


_ 人 了 _ 
SCz)= | 1 二 dz 三 In(1+ 并) 


又 SCz) 在 (-1,1] 上 连续 , 故 

S$(1)= lim S(z)= lim ln(1+ x)= In2. 
所 以 

In(1+ a)= -DE,(-1,1]. 


特别 地 , 当 z=1 时 得 


oo 


yD In, 


n=1 从 


例 3.2 求 级 数 > ， 2 的 和 . 


解 由 于 六 2 2 1D (3) -3 马 ( 诗 ) ,所 以 考 上 
级 数 


1+ D1) 
在 (一 1， 1) 内 利用 到 项 来 导 人 \ 式 得 

1 十 Dt = -1,1) 
将 z= 广 分 别 代入 上 面 两 个 宕 级 数 中 得 
lly ~ 1 
153 =1, Dt) =3. 


所 以 >， 公证 =3， 
n=1 


习题 4 


1. 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 
(1) > 1 sin 7; 
C3 六 cosni 


2 1 
3 一 
3) 六， 


C3 Co 


(5) ysin(xv 7 十 1) . 


2. 讨论 天 生生 下 和 


(2)S, (zx)= eo 


(a) 0 委 z 委 1 一 e; 
(b) 1- ezxEl+e; 
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(c) 1+es 委 zC +oo， 
其 中 0<s<1. 


(3)S,(z)= /zr +h,-o<r<+o; 


(4)S,(z)= Sn wr< t+; 

(5)S, (zx)=sin,— <r<+%, 

3. ed 
Cp 二 EC) 
DD ,TELO,1]; 

3) PD (io0s¥),rel 8,01,8>0; 


(4) > Et 


G) Dee ,zx€E(0,+%); 


),z€ (0, + 00); 


sinz Sinzx ， 


(2S 
3 


(7) TE(0,+ oo)i 


(8) 5 el + 00). 


4. 证 明 :f(x)= 六 5 经 在 (- oo ,+ %m) 上 有 二 阶 连续 的 导数 ， 
并 且 


y a sinnz 
f(z)=— 5 Man 
n=1 也 


5. 证 明定 义 2.1 与 定义 2.1 等 价 . 
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6. 证 明 :车 函数 项 级 数 Yu, (z) 在 (a.5) 上 内 闲 -- 致 收 伊 . 则 它 
在 (<,5) 内 收敛 ， 加 

7 设 级 数 了 (= + 十) ,证 明 ; 

(该 级 数 的 收 伍 域 为 ( -1,1); 


(2) 该 级 数 在 (- 1,1) 上 内 闭 一 致 收 和 敛 ; 
(3) 该 级 数 的 和 函数 在 (-- 1,1) 内 连续 . 


8. 证 明了 tan 过 在 ( - xz) 上 内 闭 一 致 收敛 ,并 求 它 的 和 
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第 5 章 含 参 变量 的 积分 与 
含 参 变量 的 广义 积 


在 广义 积分 与 重 积 分 的 计算 中 遇 到 过 这 样 的 积分 : 


+ oo 
TY 
e ”sinzdz = 一 一 到 
| lt+y”” 


| mw -2z)dz= 到 > —1. 
积分 过 程 中 ,被 积 函 数 中 所 含 的 变量 y 保持 不 变 ,通常 称 > 为 参 变量 . 
显然 这 些 积分 都 是 参 变 量 y 的 函数 ,是 用 积分 定义 的 函数 . 


本 章 从 积分 本 身 出 发 ,根据 被 积 函数 的 某 些 性 质 研究 这 种 由 积分 
所 定义 的 函数 的 性 质 . 


5.1 含 参 变量 的 积分 


设 F(z,y) 在 矩形 域 D=[a,5]x[c,d]( 即 ac< 委 z 委 bc 委 y 入 d) 
上 连续 , 则 对 任意 固定 的 yE [c,d], f(x,y) 作 为 xz 的 函数 , 它 在 [a， 
5] 上 连续 ,从 而 f(x,y) 在 [a,5b] 上 可 积 ,其 积分 值 显然 与 y 有 关 . 即 
对 任意 的 ye [cd] ,积分 | f(x,y)dz 是 与 y 有 关 的 值 , 随 着 y 的 改 
变 而 变化 .因此 在 区 间 c 壹 y 壹 4 上 它 定义 了 一 个 y 的 函数 , 记 作 1(y)， 
即 


IO)=| zy)dzyEfc,a]， 


称 此 式 为 含 参 变量 的 定 积分 , 称 y 为 参 变 量 . 
同样 , 当 f(z,yst),f(x,y,z,i) 连 续 时 ,积分 
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I(1) -Gey drdy, 


10= eye dardyds 


分 别 定义 了 以 上 为 参 变量 的 积分 .由 于 积分 的 重 数 对 于 研究 由 参 变量 
积分 确定 的 函数 不 会 带 来 原则 性 的 区 别 ,所 以 下 面 只 讨论 积分 1(y)= 


[zsar: 


我 们 再 考虑 一 个 比较 复杂 的 情形 ,此 时 不 仅 被 积 函 数 中 含有 参 变 
量 ,而 且 积分 限 上 也 含有 参 变 量 ,这 也 是 一 种 含 参 变量 的 积分 . 这 种 含 
参 变 量 积 分 的 形式 为 


F(O)=| f(y)dz. 
定理 1.1 设 f(zx,y) 在 域 D=[a,5b]x[c,d1 上 连续 , 则 I(y)= 
[7(z,y)dz 在 区 间 [c,d] 上 连续 . 
证 明 VYy,y+Ay€[c,d] 有 
1Gy+Ay) 16) =| Efe,y+Ay) -zy)]dz 


因为 /(z,y) 在 有 界 闭 域 D 上 连续 ,因此 在 D 上 一 致 连续 . 故 V e>0， 
存在 6(e)>0, 使 得 YrE[a,6b1, 只 要 |Ay|<6, 就 有 


[f(x,yt+Ay)- f(r,y) | <. 


从 而 
[1(y+Ay)- IIs| ICzsy+ay-Fzsyildz 
< 六 二 (8 一 &)=e， 
证 毕 . 
这 个 定理 表明 ,在 所 设 条 件 下 有 
lim 1(y)= I( yo). 
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即 ia| zadaz=| f(s)dz= | [limf(z,y) dz. 


说 明 极 限 运算 与 积分 运算 可 以 交换 顺序 . 
定理 1.2 设 F(z,y) 在 域 D=iCzyy)lp(y) 委 z 委 00y) ,cs 
过 d1 上 连续 ,其 中 pg(y) 与 y(y) 是 [c,d] 上 的 连续 函数 , 则 下 (>y) = 


《3 
| Arzyydzr 在 c 过 y 坪 d 上 连续 ， 

p(y) 
证 明 Vy,y+AyE[c,dj, 有 


ply + Ay) ply) 
FP(y+Ay) -Fy)=| fxsythy)dr-| f(r, de 
FlytAy Fly 
98(y) : ply) 
=| SzsytAaydrt| [f(sytAy) -zy)]dz+ 
plyt+Ay ply 


gly+ Ay) 
| f(r,y+Ay)dz 


p(y) 
当 Ay 一 0 时 ,上 式 第 一 项 和 第 三 项 都 趋 于 0, 而 第 二 项 ,由 定理 1.1 知 
也 趋 于 0. 

证 毕 . 

例 1.1 求 lim| 


1 


CT 
o (A +1)+x 
1 a 
解 ”因为 f(z,4) = rr rt01lxl 1,1] 上 连续 ,由 定 
理 1.1 有 


， 站 dx rr, dx _ri 1 A 
站 | Gr | lim rr | 4 
定理 1.3 设 Flz,y) 及 万 (z,y) 均 在 矩形 域 D=[a,p]jxfc,a] 


上 连续 , 则 I = | fr, nde 在 [c,d] 上 可 微 , 且 


CAC 


证 明 Vy,y+AyE[c,dj], 有 


IC(y+Ay)— I(y) 站 f(xy+Ay) 7 f(x,y) 
Ay | Ay 
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=| fryt OAyv)dz,0<0<1. 


因为 f, (x,y) 连 续 , 故 由 定理 1.1 有 
jim LO2+Ay) -1(y) 


Ay-0 Ay 


b 

=| limfy(zx ,y+ OAy)dz 
6 

=| f(r,y)dr, 


即 TO)=| zsy)dz: 

证 毕 . 

此 定理 说 明 ,在 所 设 条 件 下 , 求 导 运 算 与 积分 运算 可 以 交换 顺序 . 
故 称 此 定理 为 积分 号 下 微分 法 . 

定理 1.4 设 f(z,y) 及 f,(zx,y) 在 域 D= {i(zx,y)| p(y) 志 zx 二 
%(y),c 委 y 委 dj 上 连续 .其 中 p(y) 及 y(y) 在 [c,d] 上 具有 一 阶 连续 


导数 , 则 F(y)=) f(z,y)dz 在 [c,d] 上 可 微 , 且 
(y) 
F'(y) = /ry)dz 


(y) 
-| f(xy)drt figy(ly) ,yy Cy)- flp(y),ylp (y). 


2 


证 明 把 下 (y) 看 成 函数 G (y, u,v) = | f(z,y)dz, 其 中 


u=p(y),v=y(y), 则 FC(y)= Gly, 9(y), p(y)]. 
由 复合 函数 微分 法 及 定理 1.3 有 
aaG aGdu ,9G du 
忆 (3) 有” do 本 “天 dy 


ply 


) 
= ,h(t dr +f[yCy) ,yy Cy) -flop(y), yp (y). 


ply 


证 毕 . 
例 1.2 设 F(y)=| 空 开 dz, 求 F'(y). 


解 (zy)= 吕 开 , 廊 (z,y) = coszy, 显 然 满足 定理 1.4 的 条 
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件 , 所 以 


2 
y 。 3 > 2 
F'(y) =| EY rdz + i 2y -1 


> 
y .3 .2 2 
na + 2siny siny _ 3siny 一 2siny | 
> y > > > 
二 
例 1.3 求 1=| n+ gy. 
0 


1+x:* 


解 设 1(y)=|[ mt gz , 则 I(1)= I,1(0)=0.f(z,y)= 


In(1+ zy) . 
hr y)= T2072 在 域 D=[0,1]x[0,1] 上 和 连 
续 . 于 是 有 

/ 四 x 

7 ?1 | (TE) Fy) 


1 fr/_zx y __y 
-I+ (T+ ju 
= 二 ;| in2 十 才 y-InGl+y)|. 

> 


而 [60dy= 7) -1(0), 


1 1 Tm _r 1 1 ™ 

即 | 2 ty In(1+ y) |ay | (St) 
1 In(1+ 

-| n(1+y) ,= 


dy=4In2-1(1)=1(1)- 1(0), 
0 l+y 


故 I=1(1)= | Dar = Kl. 


例 1.4 证 明 , 若 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a ,5] 上 连续 , 则 函数 
y= F(z)=0 | (#77)" f(t)dt, rE [a,d] 


是 微分 方程 y ”= f(z) 满足 条 件 y(a)=0,y (a)=0,…,y”n(a) 
=0 的 解 . 


证 明 逐次 应 用 定理 1.4, 求 出 y= F(z) 的 n 阶 导数 ,再 进行 验 
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证 . 
= Fz) | De) d+ 
tn- 
CD a) "de, 


同 理 y=F(z)= | (0) f(D dt, 
y" DF" -bzr)= | oadr， 


则 得 y'”= f(x). 
显然 , 当 x=a 时 ,y(a)=y (a)=…=y" "(a)=0. 
定理 1.5 若 f(x,y) 在 矩形 域 [a ,5b5] Xx[c,ad] 上 连续 , 则 


fay] zwaz -| dz| f(x,7)dy. 
证 明 先 证 下 列 等 式 成 立 . 


(as zaz=| dz [f(x,y)dy, 
其 中 c 委 r 魏 4. 
上 式 的 两 端 都 是 r 的 函数 . 记 


Ph(oD= | dy| f(z,3)dz, 
PoD=| dz| f(r,y)dy. 
因为 1(y)=| f(z,y)dz 是 连续 函数 ,所 以 
7)= 二 | dy| f(z,y)dzr= [f(s ndz. 
又 因为 p(z,r) = | f(z,y)dy 关于 x 是 连续 的 ,上 过 p(x,7) = 


元 | f(x,y)dy=f(z,r), 所 以 有 
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, rb 5 9 
I (= 下 | dz| /x,y)dy =| FiP(T, Tdz 


= /Crdz, 
可 见 
T(r)=1,(r),cE rd. 
所 以 I(r) 与 1,(r) 只 相差 一 个 常数 .但 是 当 z=c 时 显然 有 (ec)= 
I.(c)=0, 所 以 对 所 有 的 rE [c,d] 忆 有 
as fr)dr=| dz] rz 
成 立 . 
特别 地 , 当 t=d 时 可 以 得 到 
[ay] raz=| dz f(z,9)dy. 
”此 定理 是 我 们 在 重 积分 一 章 中 用 过 的 交换 积分 顺序 公式 ,也 称 为 
积分 号 下 的 积分 法 . 
dr,0<a<p, 


例 1.5 计算 (= es 
解 ” 因 为 被 积 函数 可 表示 为 


Xx 一 人 b 
Inx =| Tdy, 


(a 


TX 


于 是 1= | dz| wdy. 
又 因为 x? 在 [0,1] x[a,b] 上 连续 ,所 以 


1 b " b 1 如 rl 
二 y 一 y 一 


b+1 
a+l 


1 


» 1 
,ju=| ytIdy 


= tn 
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5.2 含 参 变量 的 广义 积分 


5.2.1 含 参 变 量 的 广义 积分 
设 FLz,y) 在 域 D=[a,+co)xfc,d]j 上 有 定义 . 若 对 于 某 个 y。 


E[c,d] ,广义 积分 | f(x yo) dx 收敛, 则 称 含 参 变 量 的 广义 积分 
| zaz 在 y 点 收 伍 ， 


若 | 7(z,y)dz 在 每 一 点 yE [ec ,d] 处 收敛 于 【(y) , 则 称 此 含 参 
变量 的 广义 积分 在 [c ,d] 上 收 倒 于 I(y). 
设 广义 积分 | f(z ,yo) dz 收敛 于 TCw ). 由 广义 积分 收 全 的 定 


义 ,VYe>0, 存 在 正 数 N=Ne,y)>a(N 是 一 个 与 es 及 yw 有关 的 
数 , 故 记 为 N(e ,yo)), 当 b>N 时 , 恒 有 


| rzssodz- IOyo) 


<s. 


如 果 在 区 间 [c,d] 上 ,广义 积分 | A(z,y)dz 不 仅 收 伍 于 T(y )， 
而 且 存 在 一 个 与 y 无 关 ,只 依赖 于 e 的 正 数 N, 使 当 5>N 时 不 等 式 
Azoy)dz -1(y)|<。 在 [e,d] 上 一 致 地 成 立 .这 就 是 广义 积分 
| fx)de 在 区 间 [c ,dz] 上 一 致 收敛 的 定义 . 


定义 2.1 设 合 参 变量 的 广义 积分 | /(z,y)dz 在 区 间 [ c,d] 上 


收敛 于 I(y). 且 Ye>0, 存 在 仅 与 < 有 关 与 y 无 关 的 正 数 N= N(e)> 
a ,使 当 b>N 时 ,对 一 切 的 yE[fc,d], 恒 有 


上 rz- I(y) <s 
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成 立 , 则 称 含 参 变量 的 广义 积分 | 。 f(z,y)dz 关于 y 在 区 间 [ c,d] 上 
一 致 收 全 于 [(y). 
例 2.1 证 明 含 参 变量 广义 积分 |， ye “dz 关于 y 在 (0, + oo) 


内 收敛 ,但 不 一 致 收敛 . 
证 明 VyE(0,+co), 有 


5 
1(y)= lim | ye “dr= lim (1-e ”)=1, 
YY+omy0 -> + oo 


即 在 (0, + oo) 内 | 。 ye dz 收敛 于 ICy) = 1 


~ 


下 面 证 明 它 不 是 一 致 收 和 敛 的 .给 定 se =e >0,YN>0, 存 在 bu 
-2N>N 及 = 方 E(0， + oo) 使 


十 op 
0 


| yoe dz 一 1 =1(1-e %%) -1 =e "=e Nn 
=e >eo. 
放 | ye ”dz 关于 y 在 (0, + %%) 上 不 一 致 收敛. 


下 面 给 出 判定 含 参 变量 广义 积分 一 致 收敛 的 Cauchy 准则 . 
定理 2. 1 (Cauchy 一 致 收敛 准则 ) 含 参 变量 的 广义 积分 


| (zy)az 关于 y 在 [e,d] 上 一 致 收 全 的 充分 必要 条 件 是 :给 Ve 


>0, 存 在 正 数 5=6(e)>a( 正 数 b 仅 与 。 有 关 , 与 y 无 关 ), 使 得 当 
bi1,b,.>06 时 ,对 一 切 的 yE [cd], 不 等 式 


| Key)dz <e 


恒 成 立 . 

由 极限 lim p(y) 存 在 的 充分 必要 条 件 一 Cauchy 收敛 原理 立刻 可 
以 得 出 此 结论 . 

由 此 收敛 准则 很 容易 推出 下 面 的 含 参 变 量 广义 积分 一 致 收敛 的 判 
别 法 则 . 
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定理 2.2(Weierstrass 判别 法 ) 若 存 在 函数 下 (z)>0, 使 得 
HzDISECz)as<z< + acsysd, 且 广义 积分 | FF(z)dz 
收敛 , 则 含 参 变量 的 广义 积分 | 7(z,y)dz 关于 y 在 [c,d] 上 一 致 收 

证 明 因为 | F(x)dx 收 敏 , 故 由 Cauchy 收敛 原理 知 , Yes >0， 


存在 =p(e)>a, 使 得 当 5 ,6 > 时 , 恒 有 || F(x)dr|<e 成 立 . 


从 而 对 VY yE[c,dj, 有 
| f(x, dre | | PFCzyy)ldz < 


| 6 
< | F(z)dz|<s 
1 1 


带鱼 参 最 的 广 史 可 分 7。 de 关于 > 在 fe 
zj 上 一 致 收敛 . 

证 毕 . 

在 上 述 两 个 定理 中 ,车 将 区 间 [c,d] 换 为 开 区 间 、 半 开 区 间或 无 穷 
区 间 , 定 理 仍然 成 立 . 

例 2.2 证 明 | 。"“sinzdz 关于 a 在 [ao, + om)(a >0) 上 是 一 
致 收敛 的 

证 阴 因为 当 0 和 z< + co,ao 委 ac<+oco 时 恒 有 

|e sinz| 委 e “7 

成 立 ,又 广义 积分 | ，e “dx 收敛 , 故 由 定理 2.2,|， e。 “sinzdx 在 
Ta ,+ 9) 上 一 致 收敛 . 


与 一 致 收敛 的 函数 项 级 数 类 似 ,一 致 收敛 的 含 参 变量 的 广义 积分 
可 以 保持 含 参 变量 的 有 限 积 分 的 性 质 . 下 面 只 给 出 有 关 的 定理 ,不 给 出 
它们 的 证 明 . 


定理 2.3( 连 续 性 ) 设 F(z,y) 在 域 D=[a,+c)xfc,dj 上 连 
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续 , 且 广义 积分 IC)=| f(r,y)dz 关于 y 在 [c,d] 上 一 致 收 伊 , 则 
1(y)= RE 在 [c,d1 上 连续 . 即 


30J a a yryo 


或 者 说 极限 运算 与 积分 运算 可 以 交换 顺序 . 
定理 2.4( 积 分 顺序 可 交换 ) 设 f(x,y) 在 域 D=la,+%)x 


[c,d] 上 连续 , 且 IO)=| zsy)dz 关于 y 在 [c,d] 上 一 至 收敛 ， 


则 ID)=| zy)dz 在 [c,d] 上 可 积 ,而 且 


foonas -| ay| fz ,y)dz -| dz| f(r,3)dy, 
或 者 说 积分 的 顺序 可 以 交换 . 
定理 2.5( 可 微 性 ) 设 函 数 f(x,y),f,(z,y) 在 域 D=[a,+%) 


x[c,d] 上 连续 ,| /f(x,y)dz 关于 y 在 [c,d] 上 收敛 于 I(y)， 
人 Ptzsy)dz 关于 y 在 [c,d] 上 -一致 收 敛 , 则 IC)=| (zy)dz 
在 [c,d] 上 可 微 ,而 且 


I’'(y)= S|. fede -| AGzy)dz， 
或 者 说 求 导 运算 利 求 积分 运算 可 交换 顺序 . 


例 2.3 求 1=| e "I SNE dr(A >0,6>a>0). 
0 
. _ ; 
解 因为 se snez 一 | coszydy ,所 以 
十 po 6 
5=| dz| e “cosrydy. 
0 a 


根据 Weierstrass 判别 法 知 | e “coszydz 关于 y 在 [a,5j] 上 一 
致 收敛 .而 且 F(z,y)=e “coszxy 为 连续 函数 ,所 以 积分 的 顺序 可 以 
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b +% b 
1=| dy| e “cosrydzx =| dy 
a 0 a 


b a 
二 arctan -一 一 atfctan —. 


A A 
tm 2 
例 2.4 求 p(5)=| e ” cos2brdz. 
0 


解 形式 上 ,在 积分 号 内 求 导 有 


Xt+y 


+” 9 上 _ 
| ~—(e * Cos2bx )dx = -2| Xe A gin2brdz 
0 9b 0 


=| sin2brde * = -26| e_* cos2bzr dx = 一 20p(D) . 
0 


因为 对 任何 2E(- co,+c),0 委 z<t+oco, 有 
[ze sin2bzx | Sxe™™ ， 
所 以 求 导 后 的 积分 关于 在 (- co,+co) 内 是 一 致 收敛 的 .又 FFCz,p) 
=e-* cos2pz 与 f,(r,b6)= — 2xe-” sin2bz 在 [0, +oco)x(-oco， 
+ co) 内 连续 ,而 且 | ，e ”cos2bzdz 关于 六 在 (- oo , + oo) 内 收敛 .由 
定理 2.$ 有 
2 (b)= -2b9(6), 


(6)_ 
即 gD) 26. 
两 端 积分 得 
pg(b)=ce”. 
又 因为 当 5=0 时 pg(0)=|，e “dz= 崇 , 故 c= 字 ,于 是 
p(b)=| "obrdr= Me”. 


对 于 形 如 | f(z,y)dz 和 | _ f(z,y)dx 的 含 参 变量 的 广义 积 
分 ,有 类 似 的 结论 ， 
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以 上 所 氢 述 的 含 参 变量 的 广义 积分 都 是 积分 限 是 无 穷 大 的 情况 ， 
同样 可 以 研究 无 界 函数 的 含 参 变量 的 广义 积分 . 其 一 致 收 倒 概 念 及 判 
别 法 ,以 及 它 的 性 质 都 与 无 穷 限 含 参 变量 广义 积分 类 似 . 
例 2.5 讨论 无 界 函数 的 含 参 变量 广义 积分 
| Sinz 7 , (a>0) 
0 工 
的 一 致 收敛 性 . 
解 ” 因 为 sinx 一 zx(x >0), 所 以 当 0<a 志 1 时 ,该 积分 为 常 义 积 
分 .由 于 当 n >1 时 sz -oo(z~0), 所 以 当 >1 时 x=0 是 奇 点 .而 


且 当 1< a<2 时 该 积分 收 伍 . 
对 任何 oo ,0< ao<2, 当 0<ao 委 no 时 ,由 lsinzj 委 z 得 


sinx 
a 


Tr 


< 1 < 1 (0<zx1) 
并 


而 积分 | -dz 收 侠 ,由 Weierstrass 判别 法 ,可 以 得 到 上 述 的 积分 
关于 w 在 (0,as](0< co<2) 上 一 致 收敛 . 
5.2.2 械 通 数 和 BB 函数 
含 参 变量 的 积分 
r(D)=-| ve "dr,s>0 


及 B(p,q)= | zx) dr,p>0,g>0 


在 应 用 中 经 常 出 现 .它们 都 是 由 积分 定义 的 函数 ,统称 为 Euler 积分 . 
其 中 前 一 个 积分 称 为 下 函数 (Gamma 函数 ) ,后 一 个 积分 称 为 B 函数 
(Bata 函数 ). 下 面 我 们 分 别 给 出 这 两 个 函数 的 性 质 . 

1.F 函数 

函数 可 以 写成 两 个 积分 之 和 


rT(s)= [Ee e “dz + 2 le “dz 
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=1(s)+J(s), s>0. 
其 中 I(s) 当 :之 1 时 是 常 义 积分 , 当 0<s<1 时 是 收敛 的 无 界 葡 数 的 
广义 积分 ;J(s) 当 ;>0 时 是 积分 区 间 为 无 穷 的 收 伍 的 广义 积分 .所 以 
含 参 变量 的 积分 T(s) 在 ;>0 时 收敛 . 即 了 函数 的 定义 域 为 ;>0. 
下 面 给 出 下 函数 的 性 质 . 
(DT(s) 在 ;>0 时 连续 . 
对 于 任意 区 间 [a,5j,a>0, 当 s€E[a,b] 时 有 
xie rr<z ie 其 中 0<z 委 1. 
er<z ie, 其 中 1 委 z<+oo. 


Te “dz 与 | edz 都 收敛 .由 Weierstrass 判别 法 知 T(s) 
与 J(s) 都 关于 * 在 [a ,0] 上 一 致 收 伍 .从 而 FT(>)= |， ze "dz 关 
于 ; 在 1a ,2] 上 一 致 收 伍 .FT(s) 在 [a ,2] 上 连续 .又 因为 >a>0,a 和 
b 是 任意 正 实数 ,所 以 T(s) 在 (0, + co ) 内 连续 . 

(2) 递 推 公式 T(s+1)= sT(s). 

由 分 部 积分 法 有 


r(s+D)=| ze vdz- -| rde- 
-| > le *dzx= sT(s). 
如 果 = n,n 为 正 整 数 , 则 有 
T(n+1)=nT(n)=n(n -DTr(n -1)=:…=n! T(1) 


而 T(1)-=|”e*dz=1, 所 以 
T(n+1)=n!. 
(3)T'(s) 的 延 拓 . 
由 递 推 公式 可 得 
r= TD. 


当 一 1<s<0 时 ,上 式 的 右 端 有 意义 .于 是 可 用 上 式 来 定义 左 端 随 
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数 TGs) 在 (-1,0) 内 的 值 .并 可 推 得 此 时 Ts)<0. 

用 同样 的 方法 ,利用 TT(;) 在 (一 1,0) 内 有 定义 ,又 可 定义 T(s) 在 
(一 2,1) 内 的 值 ,此 时 了 (s)>0. 这样 继 续 下 去 ,可 以 把 T(s) 延 拓 到 除 
了 s=0, 一 1, 一 2,… 之 外 的 整个 数 轴 . 

2.B 函数 


对 于 B 函数 B(psa) = | a (1 x) dr, 


当 p<1 时 是 以 x=0 为 奇 点 的 无 界 函 数 的 广义 积分 ; 

当 q<<1 时 是 以 x =1 为 奇 点 的 无 界 函 数 的 广义 积分 . 

可 以 证 明 当 如 >0,c>0 时 两 个 广义 积分 都 收敛 ,所 以 B 函数 的 定 
义 域 为 p >0,g>0. 

下 面 给 出 B 一 数 的 性 质 . 

(1)B(p,g) 在 p>0,g>0 时 连续 . 

对 任何 pe >0 和 q。>0, 当 p 之 po,g 之 go 时 有 

x (lr) rh (1 -rx)" ， 0<z<<1. 

而 积分 | x% (1 -rdz 收 化 ,由 Weiestrass 判别 法 知 B(p， 
d) 关 于 p 宇 po。>0,ggo。>0 一 致 收敛 .又 因为 ps ,go 是 任意 的 正 实 
数 ,所 以 B(p,q) 在 p>0,q>0 时 连续 . 

(2) 对 称 性 , 即 B(p,q)=B(g,p). 


邻 x=1--y, 得 
B(p,g) -=| el — tr) dz 
=| 4 'y ‘dy=B(g,p). 
(3)B 函数 的 其 他 形式 : 


B(p,g) = 2 cos :0sinz 0d0， 
0 


pi-l1 


人 
B(p,q) | (1+71)” 


di. 
特别 地 
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1 


Blp,1-p)=|, TF 


令 工 =cos 0, 得 


di， 0<p<1. 


上 bb 
B(p,a)=| x (1- x)" dz =2| cos” gsin !0d0. 
0 0 


和信 t 4 
若 令 z=T+z, 得 
! p-1 g-1 *™ 如 d 
Bp,9)=| > (1—x) az=| CTH t. 


在 此 式 中 , 取 g=1- 则 得 
Bp,1-p)=| fide, 0<p<l. 
3. 工 函数 与 B 函数 的 关系 
B 函数 与 荆 函数 具有 关系 式 


B(p,9) = Tt, p>0,g>0. 


rCo)=| we dr=2 ?| tle Id, 
0 0 


T'(g) =2" "| t2s le Sdi, 
0 


itoo 2 


rip+a)=2 "| ee dt 


0 


于 是 


十 oo 2 十 oo a 
rp r(g)=2 "| ee sat.] ue Tdu 
0 0 

2 2 


2 
其 中 D= |(1,u)10 志 :和 +%,0 所 4 < +ocol, 对 上 述 二 重 积分 作 极 坐 
标 变 换 
t= rcosO， 


u = rsing0 . 


106 ”分析 与 近世 代数 基础 


. OCT 
网 b< 子 ， 
0<r<< + oo . 


十 oo 2 
T(p)T(g)=2° ?7 下 ee bsioe 10d0| rtrd ze Trdr 
0 0 
=2 eos sin 940 2 7 eTdr 
0 0 


=2T(p+ oO) cosz 1gsin2e-10db 
0 


所 以 


B(p,g) = Te | 
利用 B 函数 与 工 函 数 的 这 个 关系 式 又 有 


) -FUP+DFC) -prCe)T(q) 


Bl(p+l,g Tpt+q+1) (p+t+a)ltp+gq) 


同样 有 
B( ,9+1) 一 5 5B( 9)， 


Bl(p+1,g+1)= 


pa 
(pratljpraB( po): 


特别 地 , 当 mx ,n 都 是 正 整数 时 ,有 
Bm,n)=B(m,(n -1)+l)= eB(m,n -1) 


+n 


2 一 二 1 一 


minal -人 3B(m,n ~2) 
二 ,= (nC—1)! 
(mi mi mr dm 1L) 


1 
而 B(m,1)=| zr" 1dr=1, 
0 7 
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第 5 章 
从 而 
(x = 1)! 
Blm,n) (mtn-1)(m+n—-2)(m+1)m 
_(n-D! (m~1)! 
(m+n—1)! 
例 2.6 求 1=| 一 VT Rdz， 
解 令 x =z, 则 
3 
z re 
_1 _1 3 2 
[= 于 | Vi~idt= 亏 B(2,3 ) = rz ) 
1 /1 
1 zr(3) -4 
3°5 3 1 TY 45 
也" 了 |( 广 ) 


例 2.7 用 也 函数 表示 积分 | sin ”zcos’ rdr(m,n>—1) 


解 邻 sinp z=1, 则 


子 1 mm- An 1 
| sin”xcos’ rdx = 十 | ti (ti 一 t) dt 


_1 m+l1 n+l 
7 3 )- 


例 2.8 利用 BB 丁 数 和 开 函数 求 积分 1= | ， 


解 令 zx =z, 则 


另外 


对 
~ 
ftD| 一 
i 


由 B(p,g)= ?| cos* bgsin2 !0d9 得 
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例 2.9 证 明太 VSinzdr 下 A= dr = 
证 由 例 2.7 可知 
x | rf3\r/i 
| Vsinzdz = 广 B[ 半 , 讨 )= 汪 ee 
rfir/i 
EF 


所 以 


Ff 工 TI 
-1 加 | -(r 信 让 -war-s 
4T\4 
习题 5 
1. 求 下 列 极限 . 
(Dlim| zcoszydzi 


dx 
Qlim] 1+y tr 
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2. 求 下 列 各 函数 的 导数 . 
(1)p(y) =| (zzsiny -x )dzr; 


2 


Fy)=| eo dz; 


2 


(G)9(O)=| ed 


(09(O0=| rz + 一 tdz,r 为 连续 函数 . 
3 .应 用 对 参 变量 的 微分 法 ,计算 : 


oo In(cos x + a’sin x)dr(a >0); 
C)| nl + gcosz)dz(10I<1); 


GY)= | mnGL-2reosg+m)dg(lr1<1， 
0 
4. 证 明 下 列 广义 积分 在 所 给 区 间 上 一 致 收敛 . 
ya 
| CT yr Td, l< ya; 
of se5dz， -mac<to, 
3)| ze dz, 0 委 a 委 0; 
0 
1” 1 
一 一 一 一 Ee ; 
|, CjzTidz， OA<+™ 


5)| e dx, a<<y<0， 
0 


了 oo -ar -br 
5. 计 算 广义 积分 | se dr, 0<a<b. 
0 
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(提示 := | evdy) 
6. 计 算 r(3),r( - 让 (去 + "外 r( 去 - 上 


bd 


7. 用 下 函数 表示 | sin’xdx 和 | cos"xdx. 
0 可 人 


8. 用 了 B 函数 表示 
i 1 
| 二 dr(m>0) 和 | x (1l-zx)"dr(p>0,m> -1, 
0 V1- x” 0 
7 过 一 1). 
9. 设 F(1)=| dz| sin(z + y: — £1)dy, -<i<+o,. 
0 人 
求 F'(1). 


10. 设 /有 二 阶 导数 ,FF 可 微 , 又 设 
“(x)=TU/e Ta) + /rt a) Fdy, 
证 明 u(x ,zi) 满 足 条 件 
u(xz,0)= f(z), 
及 方程 


u(x,0) 
2 0) p(s) 


2 
2 9 u 


a 四 
7 


ou 
EE 
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6.1 R 上 开 集 与 闭 集 的 构造 


早 在 19 世纪 时 ,不 少数 学 家 就 已 经 认识 到 Riemann 积分 在 理论 上 
和 应 用 上 都 有 很 大 的 局 限 性 .因此 ,有 必要 建立 应 用 范围 更 广 的 新 的 积 
分 理论 .而 不 同 的 积分 理论 总 是 建立 在 不 同 的 测度 理论 的 基础 之 上 的 . 
1898 年 法 国 数学 家 波 尔 (Borel) 建 立 了 及 中 点 集 的 测度 理论 , 稍 后 波 尔 
的 学 生 , 法 国 著名 数学 家 勒 贝 格 (Lebesgue) 在 1902 年 又 提出 了 勒 贝 格 
测度 .希腊 数学 家 卡拉 太 屋 多 利 (Carathe'odory) 在 1918 年 又 深入 地 研 
究 了 测度 的 性 质 , 使 测度 理论 有 了 较 快 的 发 展 . 当今 ,测度 理论 及 其 方 
法 在 分 析 学 及 其 他 学 科 领 域 中 已 经 成 为 不 可 缺少 的 工具 . 

本 章 主 要 讨论 Lebesgue 测度 与 可 测 函 数 两 个 问题 ,为 了 便于 学 
习 ,把 直线 R 中 集合 的 结构 和 Lebesgue 测度 放 在 前 面 . 有 关 的 性 质 和 
结论 不 难 推 广 到 R" 中 去 . 


6.1.1 可 数 集 与 不 可 数 集 


集合 可 以 分 为 两 类 :有 限 集 与 无 限 集 . 当 我 们 要 比较 两 个 集合 所 含 
元 素 的 多 少时 ,对 有 限 集 ,只 需要 把 它们 各 自 的 元 素数 一 下 就 行 了 ,但 
是 对 无 限 集 , 用 数 元 素 个 数 的 办 法 就 行 不 通 了 . 

定义 1.1 若 集合 4 与 B 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 , 则 称 集合 
A 与 集合 B 对 等 , 记 为 4 一 B. 

集合 4 一 日 ,也 称 集合 A 与 妃 有 相同 的 势 .集合 的 势 ,在 一 般 情况 
下 可 以 看 作 集 合 元 素 个 数 的 推广 .集合 A 的 势 通常 用 记号 A 或 CardA 
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表示 .集合 的 势 也 称 为 集合 的 基数 . 

当 集 合 A 为 有 限 集 , A 为 有 限 数 .例如 当 A=11,2,3,4,5|, 则 A 
=5. 对 空 集 包 ,用 =0. 

显然 ,对 集合 A 与 也 ,无 论 它们 是 有 限 集 或 无 限 集 , 当 ACB 时 ， 
就 有 A 志 B. 当 A 与 B 不 存在 包含 关系 时 , 若 对 于 任意 的 A 中 的 元 素 
xz, 必 有 B 中 的 元 素 y 与 之 对 应 ,仍然 有 不 等 式 A 志 B. 

定义 1.2 凡 与 自然 数 集 N 对 等 的 集 , 称 为 可 列 集 或 可 数 集 ; 不 是 
可 列 集 的 无 穷 集 称 为 不 可 数 集 ;有 限 集 与 可 列 集 统称 为 至 多 可 数 集 . 

对 于 可 数 集 A ,我 们 记 4 = 5S,( 汽 , 读 作 “ 阿 列 夫 零 ”). 


例 1.1 设 A= {1,3,.…,2n —1,…|,B= {12,4,…,2n,…|,N= 
{1,2,…,n,…| .显然 有 A~8,B~N,A 一 N. 于 是 
A=B=N= %,. 


例 1.2 区 间 I=(0,1) 与 全 体 实数 R 对 等 . 这 是 因为 由 f(x)= 


n 


tan (rz -至 ),xE(0,1). 可 建立 1=(0,1) 与 R=(- ,+ oo) 之 间 的 
一 一 对 应 关系 ， 

例 1.1 与 例 1.2 说 明 ,一 个 无 限 集 可 以 与 它 的 一 个 真子 集 对 等 .这 
个 性 质 正 是 无 限 集 的 特征 . 

定理 1.1 任何 无 限 集 必 含有 可 数 的 子 集 . 

证 明 设 A 为 一 个 无 限 集 , 取 A 中 的 一 个 元 素 a1€ A, 由 于 和 A 是 
无 限 集 ,于 是 A \ fa,| 为 非 空 集 . 可 取 异 于 ai 的 元 素 cx E A\ ai 上 
如 此 继续 下 去 ,可 以 得 到 集 A 的 一 个 可 数 子 集 B = 和 a1, 42,… ,a,， 
…1, 且 BCA. 证 毕 . 

定理 1.1 实际 说 明 : 对 任意 的 无 限 集 A , 必 有 之 坷 . 而 可 列 集 的 
任何 子 集 是 至 多 可 数 集 . 

推论 1.1 有 限 个 或 可 列 个 有 限 集 的 并 是 至 多 可 数 集 ; 有 限 个 或 
可 列 个 可 列 集 的 并 是 至 多 可 数 集 . 

例 1.3 在 平面 直角 坐标 系 中 ,> 与 y 均 为 整数 的 点 (z,y) 称 为 格 
点 . 则 平面 上 全 体格 点 组 成 的 集合 为 一 可 数 集 . 

解 对 每 一 个 固定 的 整数 ，, 集 A, = {(n,m)|m 为 整数 | ,为 一 
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个 可 列 集 .显然 ,平面 上 的 格 点 全 体 就 是 并 集 UU _A, , 它 是 可 列 个 可 列 
集 的 并 ,由 推论 1.1 知 ,平面 上 全 体格 点 的 集合 为 一 个 可 数 集 . 
例 1.4 全 体 有 理 数 所 成 的 集合 Q 为 一 个 可 数 集 . 


解 ” 对 任何 有 理 数 ,总 可 以 用 既 约 分 数 全 (pp,9 为 整数 ,g >0) 


表示 .把 与 平面 上 的 格 点 (p,q) 相 对 应 ,而 全 体格 点 的 集合 为 一 个 可 


数 集 . 故 全 体 有 理 数 的 集合 为 一 个 可 数 集 ， 
例 1.5 区 间 [0,1] 是 一 个 不 可 数 集 . 
证 明 ”由 于 区 间 [0,1j 是 一 个 无 限 集 , 若 设 它 为 可 列 集 . 它 的 元 素 
可 以 无 遗漏 地 排 成 一 列 
[0,1]= {zx ,zx ,Xs 
Zi1=0.anaaliz01 01 
Za 一 0.a2a2023 021 


对 于 [0,1] 中 的 有 限 小 数 ,我 们 约定 改 为 以 9 的 循环 表示 ,如 0.23 改 为 
0.22999…,0.5 改 为 0.4999… ,1 改 为 0.9999…. 于 是 对 于 任意 的 zE 
[0,1], 只 有 一 种 十 进位 表示 , 今 构造 一 个 十 进位 小 数 : 
c=0.cicc2 Ce”, 
1 (au 天 1)， 
<- 人 
显然 有 
(Deefo,1i 
(2)c 天 zi(=1 2). 
这 就 与 [0,1]= flzyza，…,zi 了 矛盾. 故 区 间 [0,1] 为 不 可 数 集 . 
推论 1.2 开 区 间 (0,1)、 半 开 区 间 [0,1) 与 (0,1] 均 为 不 可 数 集 . 
由 例 1.2 可 知 全 体 实 数 R= (- co ,+ %) 也 是 一 个 不 可 数 集 .我 们 
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记 R= WS. 
对 于 集合 的 势 , 还 要 作 如 下 的 说 明 . 含 有 m 个 元 素 的 有 限 集 的 势 
为 m ;在 无 限 集中 , 势 最 小 的 一 类 集合 是 可 数 集 ,如 N= 兴 。= Q .并 且 
不 存在 最 大 势 的 集合 .依照 集合 势 的 大 小 ,下 面 的 关系 式 成 立 : 
0<m< No<N. 


6.1.2 R 上 的 开 集 与 闭 集 的 构造 


众所周知 ,若非 空 集合 GCR 的 每 一 点 均 为 内 点 时 , 称 G 为 开 集 . 
显然 ,任何 开 区 间 (a ,2)CR 为 开 集 , 空 集 多 与 R 也 为 开 集 . 

推论 1.3 ”任意 一 族 开 集 的 并 集 是 开 集 ;有 限 个 开 集 的 交集 亦 为 
开 集 . 

定义 1.3 设 有 界 开 集 GCR, 若 (a,B)CG, 而 a,8B 均 不 属于 GG， 
则 称 (a,B) 为 G 的 一 个 构成 区 间 . 

例 1.6 开 集 G=(0,2)U(3,5) 的 构成 区 间 为 (0,2) 及 (3,5). 

定理 1.2 了 R 上 任意 的 非 空 有 界 开 集 可 以 表示 为 至 多 可 数 个 互 不 
相交 的 构成 区 间 的 并 集 , 又 当 非 空 开 集 表示 成 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 
集 时 ,这些 开 区 间 必 是 构成 区 间 . 

定义 1.4 设 A 为 一 个 点 集 ,zxoER(zo 既 可 以 属于 A ,又 可 以 不 
属于 4) ,如 果 在 ze 的 任意 一 个 邻 域 NCzo,6)=(zo-6,zo+6) 中 ， 
总 含有 集 A 中 异 于 ze 的 点 . 即 (NCzo,6)N\izohA 天 好 , 则 称 点 
zo 为 A 的 聚 点 . 

聚 点 也 称 为 极限 点 ,例如 , 当 a<5 时 , 开 区 间 (a,5) 的 端点 a 与 6 


均 为 其 聚 点 . 且 (a,6) 中 的 任意 一 个 内 点 ,也 为 其 聚 点 .而 点 集 M = 
1, 才 ,二 ，…, 虐 ，…| 则 以 0 为 际 点 , 空 集 久 没有 聚 点 . 

定义 1.5 点 集 A 的 全 体 聚 点 所 成 的 集 , 称 为 集 A 的 导 集 , 记 为 
4 . 若 A"CA, 则 称 A 为 闭 集 ; 若 A' = A , 则 称 A 为 完备 集 ;车 ACC 
A”, 则 称 A 为 自 密集 . 

当 集 A 没有 聚 点 时 ,由 于 A' = CA, 显 然 A 为 闭 集 ,从 而 可 徊 
空 集 久 也 是 闭 集 .另外 ,有 界 闭 区 间 La,b]CR 也 为 闭 集 . 且 R 也 是 闭 
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集 , 并 且 从 R 上 挖 去 有 限 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 所 得 到 的 集 ， 
也 是 闭 集 . 

与 聚 点 概念 相对 立 的 点 是 孤立 点 , 即 设 ACR, 对 x。E A, 若 
(N(xzo,6)\ 1izo)) 门 A= 名, 则 称 点 ze 为 A 的 孤立 点 .如 果 非 空 点 
集 A 中 的 每 一 个 点 都 是 孤立 点 , 则 称 集 A 为 孤立 点 集 . 显然 ,有 限 点 
集 及 离散 的 点 列 所 构成 的 点 集 均 为 孤立 点 集 ， 

在 自 密集 中 ,由 于 每 一 点 都 是 聚 点 ,因此 它 是 一 个 没有 孤立 点 的 
集 . 而 完备 集 则 是 没有 孤立 点 的 闭 集 ,也 称 为 自 密闭 集 .例如 ,[a ,Pi， 
多 及 R 都 是 完备 集 . 

在 集合 中 ,对 于 开 集 和 闭 集 有 下 面 的 对 偶 性 质 : 闭 集 A 的 余 集 A 
是 开 集 ; 开 集 G 的 余 集 G* 是 闭 集 . 

定义 1.6 设 A 与 B 为 RR 中 的 两 个 点 集 , 若 对 任意 的 xEB 的 6 
邻 域 NCz,6) 中 , 必 有 集 A 的 点 , 则 称 集 A 在 日 中 稠密 . 

在 定义 1.6 中 ,车 B=R, 则 称 A 在 RR 中 处 处 稠密 .例如 , 闭 区 间 
[0,1] 上 的 有 理 数 集 Q 是 10 ,1 中 的 稠密 集 .R 上 的 有 理 数 集 Q 也 是 R 
中 的 稠密 集 . 

若 记 A=A4UA4-, 则 称 A4 为 A 的 闭 包 .于 是 有 如 下 的 结论 : 

A 在 B 中 币 密 的 充分 必要 条 件 是 A 汪 B, 且 A 为 闭 集 的 充分 必要 
条 件 是 A= A. 

定义 1.7 若 集 A 的 每 一 个 开 履 盖 总 含有 一 个 有 限 的 子 覆盖 , 则 
称 A 为 紧 集 . 

Heine-Borel 定理 告诉 我 们 ;A 是 R 中 的 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 A 
为 有 界 闭 集 . 不 仅 如 此 , 紧 集 的 闭 子 集 也 为 紧 集 . 


6.2 点 集 的 Lebesgue 测度 


测度 概念 在 R 上 是 长 度 概念 的 推广 ,在 R 中 是 面积 概念 的 推广 . 
进一步 ,可 以 在 R” 中 定义 集合 的 测度 . 
众所周知 ,R 上 一 个 区 间 的 长 度 是 该 区 间 两 个 端点 值 之 差 的 绝对 
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值 .对 于 R 上 的 一 般 点 集 A ,我 们 用 一 种 相当 于 "长度" 的 度量 "mA" 来 
度量 A ,这 就 是 点 集 A 的 测度 . | 

考虑 区 间 A=[a,5b] 或 A=(a,b),A=(a,b],A=[a,b)( 这 里 
a<b) ,那么 点 集 A 的 测度 就 是 区 间 A 的 长 度 5 一 a, 即 

mA=6b-a. 

对 于 R 上 的 开 集 ,由 上 一 节 的 定理 1.2 知 , 它 是 至 多 可 数 个 互 不 
相交 的 开 区 间 的 并 集 , 故 开 集 的 测度 是 这 些 构成 区 间 测 度 之 和 ,而 直线 
R 上 的 闭 集 ,其 测度 也 可 以 相应 地 得 到 . 


6.2.1 Lebesgue 外 测度 


R 中 的 点 集 ,可 以 用 开 区 间 覆 盖 它 ,R* 中 的 点 集 同 样 可 以 用 开 甜 
形 覆 盖 ( 通 常 称 为 二 维 开 区 间 覆 盖 ) ,因此 ,可 以 借助 于 区 间 的 长 度 定义 
点 集 的 外 测度 . 


定义 2.1 设 4ACR, 对 每 一 列 覆盖 A 的 开 区 间 |1,|, 若 用 |1, | 表 
示 开 区 间 1, 的 长 度 , 则 可 得 到 各 开 区 间 长 度 的 和 3Y11,10, 并 把 所 有 
和 数 的 下 确 界 称 为 A 的 Lebesgue 外 测度 , 记 为 mm" A, 即 
m’ A=inf| DILIACUL|. 
外 测度 具有 以 下 三 性 质 ， 
(1) 对 任意 的 ACR,m" A 关 0, 且 有 名 =0; 


(2) 若 ACB, 则 m' A 志 m*" B( 单 调 性 ); 
(3) 设 A, CR(n =1,2,…), 则 


mr (局 A) 三 可 m* A,( 次 可 数 可 加 性 ). 


例 2.1 若 A 为 10,1] 中 全 体 有 理 数 的 集合 , 则 mm ” A =0. 
证 明 设 A=iri,r,,…,r,，,…|. 任 给 e>0, 令 


1, = (m2) (12) 


@ 符号 》), UU 表示 为 至 多 可 数 个 . 
n=1 "7 
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则 1.1= 喜 , 且 AC U7, 由 外 测度 的 次 可 数 可 加 性 ,有 
x | NY € 
0<m A<%l11= 2 7 
由 es 的 任意 性 , 知 m' A=0. 
由 例 2.1 可 知 , 至 多 可 数 集 的 外 测度 为 零 . 
例 2.2 R 上 的 有 限 区 间 I( 开 区 间 , 半 开 区 间或 闭 区 间 ) 的 外 测度 
等 于 该 区 间 的 长 度 . 
解 车 I= (a,5), 由 定义 2.1 显然 有 
m’ l=m’ (a,b)=6-a. 
设 1=[a,5), 则 对 任意 的 。e>0, 有 
(at+e,b)CIC(a-e,b). 
由 外 测度 的 单调 性 ,有 
b-a-ée<m’ [<b~-ati+e. 
令 ce 一 0, 有 
m’ I=m' la,b)=b-a. 
同 理 可 得 
m’[a,b]=6-a. 
类 似 地 ,对 于 R 上 的 有 界 点 集 A ,可 以 定义 其 内 测度 为 
m. A=sup| DILITU LCA,LND= 2,(iz7)|. 
由 内 测度 与 外 测度 的 概念 ,显然 有 
mm. Am' A. 
并 且 还 可 以 得 到 可 测 集 的 定义 . 
定义 2.2 设 ACR 为 有 界 点 集 , 当 m,A=m* A 时 , 则 称 A 为 
Lebesgue 可 测 集 ,简称 为 L 可 测 集 或 可 测 集 . 
用 记号 mA 表示 点 集 A 的 Lebesgue 测度 ,简称 为 L- 测 度 或 测度 . 
采用 内 、 外 测度 相等 的 办 法 定义 点 集 的 测度 与 可 测 集 是 比较 容易 
理解 的 , 勒 贝 格 本 人 就 是 这 样 做 的 .但 是 定义 2.2 使 用 起 来 很 不 方便 ， 
尤其 是 用 它 来 证 明 测 度 的 某 些 性 质 的 时 候 , 比 较 麻烦 . 因此, 人们 和 希望 
能 够 寻求 一 个 比较 方便 的 等 价 定义 . 1914 年 希腊 数学 家 C. 


一 E， 
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Caratheodory 提出 了 由 外 测度 直接 定义 Lebesgue 可 测 集 的 方法 .这 就 
是 定义 2.3. 
定义 2.3 集 下 CR, 若 对 任意 的 集 TCR, 皆 有 
1 “下 三 mm (TNE)+m" (TNE'), (2-1) 
则 称 五 为 Lebesgue 可 测 集 ,简称 为 L- 可 测 集 或 可 测 集 . 
当下 为 可 测 集 时 , 称 m "下 为 EE 的 Lebesgue 测度 , 记 为 mE ,如 
m’ E= mE. 
在 定义 2.3 中 ,(2-1) 式 称 为 卡拉 太 屋 多 利 条 件 ,简称 为 卡 氏 条 件 . 
应 当 指出 的 是 用 定义 2.2 与 定义 2.3 定义 的 可 测 集 是 等 价 的 (由 于 证 
明 较 为 复杂 , 故 略 去 证 明 ) .而 定义 2.3 在 应 用 上 较为 方便 . 
例 2.3 点 集 瑟 为 可 测 集 的 充分 必要 条 件 是 忆 可 测 . 
证 明 必要 性 : 若 下 为 可 测 集 , 由 定义 2.3 知 ,对 任意 的 集合 了 ， 
有 
m’ T=m’ (TNE)+m’ (TNE'). 
由 于 (E')“ = 下, 可知 
mm’ (TNE)+m’ (TNE)=m° (TNE)+m’ (TN(E )’), 
故 有 
1 “人 一” (TNE)+m’ (TN(E)). 
由 定义 2.3 知 E” 可 测 ， 
充分 性 : 设 E' 可 测 , 则 对 于 任意 的 集合 工 ,由 
mT=m’ (TNE)+m’ (TN(E')') 
=m’" (TNE)+m’ (TNE'), 
故 五 可 测 . 
定理 2.1 集 ECR 是 可 测 集 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 集合 A 
CE 及 BCE', 有 
M1 (AUB)=m’"A+m'B. 
证 明 、 必 要 性 : 设 下 为 可 测 集 ,对 任意 的 集合 本 ,由 卡 氏 条 件 有 
mm’ T=m’* (TNE)+m’ (TNE'). 
由 于 BNME= 名 ,ANE' =, 令 T=AUB, 知 
TNE=(ANE)U(BNE)= A, 
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TNE'=(ANE)U(BNE )=B. 


mm (AUB)=m’ T=m’ (TNE)+m’ (TNE') 
=m" A+m'B. 
充分 性 :对 任意 的 集合 T, 令 A= TNE,B= TNE, 则 ACE,， 
BCE', 且 
AUB=(TNE)U(TNE)= TN(EUE') 
= 工 . 


mm ”T=m (AUB)=m "A+m'B 
一 7 (TNE)+m’ (TNE'). 
由 此 可 知 集 E 可 测 . 
对 于 一 般 的 可 测 集 A 与 BB, 我 们 有 
Mi (AUB)<m A+m’B. 
例 2.4 空 集 名 与 R 均 为 可 测 集 . 
解 ”对 任意 的 集合 工 , 恒 有 
1 T=m’ (TNG)+m’ (TNSG'). 

由 于 TN = 名 ,YY =R, 故 知名 可 测 .由 例 2.3 可 知名 “=R 亦 可 测 . 
定理 2.2 若 E,,E, 可 测 , 则 E,UE,,E, 门 E,,E, \E, 均 可 测 . 
证 明 ”我们 仅 证 EUE, 可 测 .其 余 的 情况 请 读者 自 证 . 

由 于 EE, 可 测 , 故 对 任意 的 集合 工 ,有 
m" T=m’" (TNE,)+m’ (TN E'). (2-2) 

又 上 , 是 可 测 集 , 故 
7 (TNE)=m’ [站 项 ) 门 下 +m [(TNE')NE;,]. 

代入 (2-2) 式 有 

mT=m’ (TNED)+m’ I(TNEDNE,I+m’[(TNE)NE,] 

=m’ (TNED)+m’' [I(TNED)NE +m’ [TN(E UE,)]. 

由 于 E, 可 测 , 且 TT 人 |E,CE,,(TNE') 人 站 EFE;CEi. 由 定理 2.1 可 知 ， 

了“ (TNE)+tm’[(TNEDNE]=m’ [TNCE U (ENE,))] 
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= 和 [TONGE UE,)], 
于 是 有 


mT=m’{[TN(E UE,)I+m’ [TN(EUE,)], 
故 知 El UE, 为 可 测 集 . 
另外 ,由 于 Ei 与 玉 ; 都 是 可 测 集 ,并 且 当 Ei 人们 EFE,= 好 时 ,对 任意 
的 集合 ,有 T 门 ECE,,TNE,CE' ,由 定理 2.1 知 
m’ [TN(EUE,)]=m’[(TNE)U(TNE,)] 
= MI (TNE)+m’ (TNE,). 
推论 2.1 车 E,,E,,…, EE, 可 测 , 则 UE, 与 介 E, 亦 可 测 . 并且 
当 E, 门 E,= 名 (i 考 7) 时 ,有 


m (VE)= Dm FE, 及 m" (UE )= Dm 忆 , (可 数 可 加 
性 ). 
6.2.2 可 测 集 类 
前 面 已 经 讨论 了 可 测 集 的 一 些 性 质 , 下 面 讨论 常见 的 可 测 集 类 :区 
间 、 开 集 、 闭 集 、G， 型 集 ,下 型 集 和 Borel 集 . 
定理 2.3 区 间 (c,+co) 是 可 测 集 
证 明 设 工 是 任意 一 个 集 , 令 4 =TnGa,+c),4: = 工 站 
(-oo,a], 只 需 证 明  TT=m ”Ai1+ m” A, 即 可 .由 于 闫 ”了 了 去 
m” Ai+ m” A; .我 们 仅 需 证 明 :mm ” T 之 到 A + 4， 即 可 . 
若 m* T= +%, 显 然 有 mm*T 之 m "A+m A,. 
车 m* T< + oo ,对 任意 的 s >0, 有 覆盖 T 的 一 列 开 区 间 1 六. 上 ,使 
得 
> ,| 委 m T+e. 
今 放 = 几 (astom) ,=LN(-%m,a], 则 ,与 7 也 是 区 
间 ( 或 为 空 集 ) ,并 且 
,= +I, |=m ,+m’ 71,. 
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由 于 AiCI,,A;CI,, 有 

MA 入 站 (号 ) 委 > 

mm’ A,m ( Ur > mF,. 
于 是 

m Aitm’ A (mI,+tm’1,) 

= ohm Tte. 

由 的 任意 性 ,可 知 

mm Atm’ A,m" TT, 
故 有 

m" "Atm’ A,=m* TT. 

推论 2.2 区 间 [I=(a,+%)( 或 I=[a,+%),I=(-%,a),I 
二 (一 00,a]) 为 可 测 集 . 且 有 mm*I=+c. 

定理 2.4 R 中 的 开 集 与 闲 集 均 可 测 . 

证 骨 ”对 R 中 的 任意 一 个 开 集 G ,可 以 表示 为 至 多 可 数 个 互 不 相 
交 的 开 区 间 了 = (a, ,6b, ) 之 并 .G = UT: 由 于 I 可 测 , 故 开 集 G 可 
测 . 

而 R 中 的 任意 一 个 闭 集 下 ,可 以 表示 为 下 = (所)“ ,而 产 为 开 集 
是 可 测 的 , 故 下 =( 产 )“ 可 测 . 

定义 2.4 《1) 若 G1,G,…,G,,… 为 一 列 开 集 , 且 G= 站 G, , 则 
称 G 为 Ge 型 集 ; 


(2) 若 Fi ,1,…,F,，,… 为 一 列 闭 集 , 且 FU F,, 则 称 下 为 F 
型 集 . 

显然 ,Cs 型 集 与 已 型 集 均 为 可 测 集 . 

定义 2.5 由 开 集 出 发 ,凡是 用 取 余 集 , 取 有 限 个 或 可 数 个 集 的 并 
或 交 等 运算 所 得 到 的 集 ,统称 为 Borel 集 . 

由 于 可 测 集 对 取 余 集 .并 集 、 交 集 等 运算 是 封闭 的 , 故 Borel 集 是 
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可 测 的 . 
定理 2.5 若 m’ 玉 =0, 则 下 为 可 测 集 . 
证 明 设 工 为 任意 的 一 个 集 ,由 于 TNECE, 而 
0 过 mm’ (TNE)<m’ E=0, 
可 知 
m (TNE)=0. 
又 由 于 TT 人 门 E* CT, 故 
1 “下 之 1 (TNE') 
. =m’ (TNE)+tm’ (TNE'). 
由 外 测度 的 次 可 数 可 加 性 知 ,相反 的 不 等 式 成 立 . 
故 五 为 可 测 集 , 且 mE=m* EE=0. 
当 mE =0 时 , 称 下 为 零 测度 集 .由 例 2.1 知 R 中 的 有 限 集 或 可 数 
集 都 是 零 测度 集 .但 是 零 测度 集 却 不 局 限于 有 限 集 或 可 数 集 .实际 上 ， 
某 些 势 为 从 的 集合 ,其 测度 也 可 以 为 零 . 
从 上 面 的 讨论 可 知 ,R 中 的 可 测 集 包含 了 Borel 集 . 人 们 自然 会 问 : 
荆 可 测 集 的 全 体 ,除了 Borel 集合 之 外 ,还 包含 了 什么 样 的 集 ? 下 面 的 
结论 给 出 了 回答 . 
定理 2.6 设 五 为 一 个 给 定 的 集 , 则 下 列 的 结论 等 价 : 
(1)E 是 可 测 集 ; 
(2) 对 任意 的 es>0, 存 在 开 集 G ,使 得 G 二 已 , 且 m (GAN\E)<ei 
(3) 对 任意 的 e>0, 存 在 闭 集 下 ,使 得 FCE, 且 mm* (下 \F)<ei 
(4) 存 在 Gy 型 集 G ,使 得 GDE, 且 有 mm*(G\E)=0; 
(5) 存 在 F, 型 集 下 ,使 得 FCE, 且 有 mm (E\F)=0; 
定理 2.6 表明 :任何 一 个 上 可 测 集 下 都 可 以 表示 为 一 个 Borel 集 
与 零 测度 集 之 差 , 同 时 它 又 是 一 个 Borel 集 与 零 测度 集 之 并 .应 当 指 
出 :L 不 可 测 集 是 存在 的 ,不 是 Borel 集 的 可 测 集 也 是 存在 的 . 


6.3 可 测 困 数 


连续 函数 是 Riemann 积分 中 讨论 的 一 类 重要 函数 ,而 可 测 函 数 是 
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比 连续 函数 的 范围 更 广 的 一 类 函数 , 它 在 Lebesgue 积分 中 有 十 分 重要 
的 作用 . 


6.3.1 可 测 函 数 的 概念 


定义 3.1 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 下 上 的 一 个 实 函 数 .如 果 对 于 
任意 的 一 个 实数 a ,集合 E(f>a)= jzEEiFz)>ai 是 可 测 集 , 则 
称 f(z) 是 E 上 的 可 测 函 数 , 或 称 /(xz) 在 EE 上 是 可 测 的 . 

定理 3.1 设 f(x) 是 定义 在 可 测 集 E 上 的 函数 , 则 下 列 结论 等 
价 : 

(1) 对 任意 实数 a ,E(f>a) 是 可 测 集 ; 

(2) 对 任意 实数 a,E(f 之 a) 是 可 测 集 ; 

(3) 对 任意 实数 a,E(f<a) 是 可 测 集 ; 

(4) 对 任意 实数 a ,下 (Ac) 是 可 测 集 ; 

(5) 对 任意 的 实数 ,8,E(c 委 /< p) 是 可 测 集 ,并且 E(f=+%) 
是 可 测 集 (这 里 ,我 们 允许 函数 取 广义 实数 + co 或 - co). 

证 明 因为 E(f>a)=[E(f 所 a)1 ,所 以 (1) 与 (4) 是 等 价 的 . 同 
理 可 知 (2) 与 (3) 等 价 .下 面 证 明 (1) 与 (2) 等 价 .(2) 与 (5) 等 价 . 


由 于 E(f>>o)= 则 Ef>a- 二 ), 当 (1) 成 立时 ,EE(/ 之 a) 是 -… 


n 


列 可 测 集 之 交 , 故 EE(f 之 a) 可 测 . 即 (2) 成 立 ， 
另 一 方面 ,E(f>e)= UE|[f 之 a+ 方 ), 当 (2) 成 立时 ,E(/>a) 
是 一 列 可 测 集 之 并 , 故 E(f>a) 是 可 测 集 .于 是 证 得 (1) 与 (2) 等 价 . 
没 (2) 成 立 , 则 (3) 也 成 立 .由 于 
E(a<f<B)=E(a<N NE(<R), 
其 右 端 是 两 个 可 测 集 之 交 , 故 已 (< < 8B) 为 可 测 集 .又 由 于 
E(/=+%)= NE(f>n), 
上 式 右 端 是 一 列 可 测 集 之 交 , 故 E(f= + co ) 为 可 测 集 . 即 (5) 成 立 ， 
而 当 (5) 成 立时 ,由 于 
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E(/>a)=(UE(a<f<atn)UE(= +oo)， 
其 右 端 为 一 列 可 测 集 之 并 , 故 E(f 宇 a) 可 测 , 即 (2) 与 (5) 等 价 . 

由 定理 3.1 知 , 若 f(z) 在 EE 上 可 测 , 则 对 于 任何 实数 a,E(/= 

a) 总 是 可 测 的 .这 是 因为 
E(f/=a)=E(/f>a)\E(f>a). 

设 记 ,下 是 可 测 集 , 且 FCE, 若 f(z) 是 EE 上 的 可 测 函 数 , 则 f(x) 
(作为 下 上 的 函数 , 即 了 在 下 上 的 限制 和) 也 是 下 上 的 可 测 函 数 ,这 
是 因为 对 任意 实数 a ,有 

E(f>a)=E(f>oa) NF, 
而 上 式 的 右 端 是 两 个 可 测 集 的 交 . 
例 3.1 区 间 [0,1] 上 的 Dirichlet 函数 D(z) 是 可 测 的 . 
和 由 DCmD= | zx 是 [0,1] 中 的 有 理 数 ， 


0，z 是 [0,1] 中 的 无 理 数 . 
对 任何 实数 a， 


好 若 "a 之 1， 
so>or-joanne 若 0 所 a<<1， 
[0,1], 若 a<0 
都 是 可 测 集 . 故 D(z) 是 [0,1] 上 的 可 测 函 数 . 
例 3.2 设 ECR, 则 称 
1， 若 xEE， 
1 有 车 xzER\E 
为 集 E 的 特征 函数 .显然 ,当下 为 可 测 集 时 ,ls 是 及 上 的 可 测 函 数 ， 
例 3.3 定义 在 零 测度 集 E 上 的 任何 函数 (xz) 都 是 可 测 的 . 
解 ” 对 任何 实数 a, 因 为 E(f>a)CE, 所 以 
0<m’ E(f>a)<mE=0. 
故 E(f>>a) 是 测度 为 零 的 可 测 集 , 知 F(z) 可 测 . 
不 仅 如 此 ,R 上 的 连续 函数 与 单调 函数 均 是 可 测 的 . 这 里 ,我 们 不 
再 给 予 证 明 . 
定理 3.2 若 正 = UE,, 而 f(z) 在 E, 上 可 测 , 则 f(z) 在 E 上 
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亦 可 测 . 
证 明 由 于 EL/>a) = UE,(/>a), 而 这 个 等 式 的 右边 是 一 列 
可 测 集 之 并 . 故 结论 是 显然 的 . 
推论 3.1 设 fxz) 与 g(z) 是 可 测 集 五 上 的 可 测 函 数 ,c 为 常数 . 
则 cj(z) ,17(z)+g(z) ,1(z)'g(z) 及 妈 2(g(z) 天 0) 都 是 已 上 的 
可 测 函 数 . 
定义 3.2 在 集合 上 ,如 果 一 个 命题 S 除了 某 个 零 测 度 子 集 之 
外 ,处 处 成 立 , 则 称 命题 S 在 EE 上 几乎 处 处 成 立 . 记 为 S,a.e. 于 下 或 
S(a.e. 于 EE). 
定理 3.3 若 f(x) 是 可 测 集 上 的 可 测 函 数 且 f(x)= g(x)(a. 
e. 于 巨 ), 则 g(z) 也 是 下 上 的 可 测 函 数 . 
证 明 令 El1=E(f=g),E,=E(f 支 g). 则 
E= EUE,,mE,=0. 
由 于 在 E, 上 f(z) 可 测 , 故 g(x) 在 EE 上 可 测 . 又 由 于 下 , 为 零 
测度 集 , 知 g(z) 在 下, 上 可 测 . 故 g(xz) 在 E= EUE, 上 可 测 . 
证 毕 . 
定理 3.3 表明 ,可 测 函 数 在 一 个 零 测度 集 上 改变 定义 之 后 ,得 到 的 
函数 仍然 是 可 测 的 .这样 , 当 我 们 把 可 测 函 数 的 运算 改 为 几乎 处 处 成 立 
时 ,仍然 有 相应 的 结论 . 
推论 3.2 设 g(z) 是 及 上 的 连续 函数 , 若 F(z) 是 巨 上 的 可 测 荐 
数 , 则 g[ f(x)] 在 EE 上 可 测 . | 
定理 3.4 车 if,(x)i 是 可 测 集 玉 上 的 一 列 可 测 陨 数 , 且 对 每 一 
个 zEE, 有 
limf, (x)= f(x), 
则 f(z) 也 是 上 的 可 测 函 数 . 
证 明 因为 
E(/>a)= NU NE A>) 
而 等 式 的 右边 为 可 测 集 ,所 以 结论 成 立 是 显然 的 . 
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6.3.2 简单 函数 


定义 3.3 设 f(x) 是 定义 在 可 测 集 上 的 沙 数 ,车 可 以 分 解 
为 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 集 E) ,E,,… ,EE, 之 并 , 且 在 每 一 个 E, 上 
f(x) 取 常 数值 c (i=1,2,…,n), 则 称 f(z) 为 EE 上 的 简单 函数 . 

由 特征 函数 1 的 规定 可 知 ,简单 函数 f(x ) 可 以 表示 为 


nn 


f(r)= > oly. 
由 定义 3.3 可 以 知道 : 
(1) 两 个 简单 函数 的 和 及 两 个 简单 函数 的 乘积 均 为 简单 函数 ; 
(2) 简 单 函 数 是 可 测 函 数 . 
由 定理 3.4 知 ,一 列 简单 函数 的 极限 是 可 测 函 数 . 下面, 我 们 要 给 
出 如 下 的 结论 :可 测 函 数 fxz) 可 以 表示 为 一 列 简单 函数 的 极限 . 
若 f(x) 是 可 测 集 上 的 可 测 函 数 , 分 别 定义 函数 广 与 了 使 得 
对 每 一 个 zEE, 有 
f= |f(z), 车 f(z ) 宇 0， 
| 0， 车 f(x)<0. 
|-f(z), 车 f(x) 专 0， 
“| 0， 车 f(z)>0. 
则 称 广 为 了 的 正 部 , 广 为 了 的 负 部 ,不 难看 出 : 
F(z)= 广 -三 ， 
矿 =sup( 太 0) 之 0， 
=sup(— ,0)=0- in{f(f,0)20. 
可 以 证 明 , 了 ' 与 了 都 是 E 上 的 可 测 函 数 . 
定理 3.5 (1) 设 f(x) 是 可 测 集 上 的 非 负 可 测 应 数 , 则 存在 一 
列 非 负 的 递增 简单 函数 9, (x)| : 
0<op(r)E yp, (rp, (rE (rEE), 
使 得 对 每 一 个 x EE, 篆 有 
lim p(x)= f(z); 


f 
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(2) 设 f(z) 是 可 测 集 EE 上 的 可 测 函 数 , 则 存在 一 列 简单 函数 

{9g, (Xx)| ,使 得 对 每 一 个 z€EE, 丝 有 
limg, (x)= f(x). 

我 们 覆 去 这 个 定理 的 证 明 ,由 于 定理 3.5 中 (2) 的 逆 定 理 成 立 ; 于 
是 可 以 得 出 下 面 的 结论 : f(x) 是 可 测 集 EE 的 可 测 函 数 的 充分 必要 条 
件 是 它 可 以 表示 为 一 列 简单 项 数 的 极限 . 

从 这 个 结论 可 以 知道 ,可 测 函 数 可 以 用 简单 函数 逼近 .这 不 仅 是 一 
个 重要 的 结论 ,而 且 是 研究 可 测 函 数 的 性 质 时 的 一 种 思考 问题 的 方法 . 
下 面 ,我 们 不 加 证 明 地 介绍 可 测 函数 的 三 个 重要 定理 . 

定理 3.6(JJysa 定理 ) 设 /f(z) 是 可 测 集 EE 上 几乎 处 处 有 限 的 
可 测 函 数 , 对 任意 的 e>0, 必 存在 闭 集 下 CE ,使 

(Dm(E\F)<e; 

(2)f 在 F 上 的 限制 f|; 是 F 上 的 连续 函数 . 

JIysaa 定理 说 明 :可 测 函 数 除去 一 个 测度 为 任意 小 的 可 测 集 之 外 ， 
是 一 个 连续 的 注 数 . 

定理 3.7(Eropos 定理 ) 设 

(1)mE<+c,|f,| 是 EE 上 一 列 几乎 处 处 取 有 限 值 的 函数 ，; 

2)limf,(x)= f(r)(a.e.T E),HIf(x)|<+o%(a.e. 于 EE). 
则 对 任意 的 5>0, 必 存在 EE 的 可 测 子 集 E, ,使 m(E \ E,)<6, 且 在 
下 上 ,| 一 致 收敛 于 f. 

Eropos 定理 说 明了 可 测 函 数列 的 几乎 处 处 收 化 与 一 致 收敛 之 间 
的 关系 , 它 常 成 为 处 理 可 测 函 数列 的 各 种 极限 问题 的 有 力 工具 . 

定义 3.4 设 {f.,1 是 可 测 集 上 的 一 列 可 测 函 数 , 且 都 是 几乎 处 
处 有 限 的 ,如 果 存 在 E 上 的 可 测 晤 数 /(z) ,使 得 对 任意 的 正 数 o, 均 有 

limmE(l|f, ~- fl 之 o)=0. 


则 称 | .1 在 E 上 依 测度 收 化 于 了 , 记 为 f, 一 >f. 
定理 3.8(Lebesgue 定理 ) 设 
(1)mE<+o%,; 
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(2)1 /是 可 测 集 五 上 的 一 列 几 乎 处 处 有 限 的 可 测 郴 数 ; 
(3) 在 五 上 ,limf,(z)= f(x)(a.e. 于 E)HBIf(x)I<+o%(a. 
e. 于 EE). 


则 在 王 上 .有 六 一 >f. 


Lebesgue 定理 告诉 我 们 ,在 测度 有 限 的 可 测 集 EE 上 几乎 处 处 收敛 
的 可 测 函 数列 ,必定 是 依 测度 收敛 的 . 


习题 6 


1. 证 明 : 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 

2. 无 限 个 开 集 的 交 是 否 仍 为 开 集 ? 举例 说 明之 . 

3. 举 出 一 个 集合 的 例子 ,使 这 个 集合 既是 开 集 ,又 是 闭 集 . 

4. 举 出 一 个 集合 的 例子 ,使 这 个 集合 既 不 是 开 集 ,也 不 是 闭 集 . 

5. 证 明 : 闭 和 集 下 的 余 集 FF 为 开 集 . 

6. 若 Ei,E,CR 是 可 测 集 , 证 明 : El 门 E; 及 EN\ E, 均 为 可 测 
集 . 

7. 设 F(z) 与 g(z) 是 可 测 集 巨 上 的 可 测 函 数 ,c 为 常数 , 则 下 列 
函数 均 为 下 上 的 可 测 函 数 . 

(1)f(x)+ g(x); (2)f(x)- g(x); 

(3)f(zx)+e; (4)f(x)'g(z). 
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第 7 章 Lebesgue 积分 


7.1 Lebesgue 积分 的 概念 


Riemann 积分 (简称 R- 积 分 ) 在 科学 技术 方面 有 很 广泛 的 应 用 ,但 
是 它 也 有 很 多 的 缺陷 .首先 , 它 要 求 被 积 函 数 f(z) 应 当 具 有 “ 较 好 的 
连续 性 ”. 例 如 ,Dirichlet 函数 D(z) 在 区 间 [0,1j 上 就 不 是 Riemann 
(R-) 可 积 的 .这 就 说 明 在 R- 可 积 的 函数 类 中 ,包含 的 函数 还 不 够 广泛 . 
其 次 R- 积 分 在 运算 条 件 的 要 求 上 也 过 于 严格 .例如 ,在 R- 积 分 中 ,由 于 
在 [a,b] 上 R- 可 积 函 数列 的 极限 函数 不 一 定 是 R- 可 积 的 ,因此 在 一 般 
的 教科 书 中 ,R- 积 分 与 函数 列 的 极限 交换 次 序 的 条 件 ,都 要 求 函数 列 是 
一 致 收敛 的 . 这 也 存在 着 一 定 的 局 限 性 .另外 ,了 -积分 中 的 微 积 分 的 基 
本 公式 Newton-Leibniz 公式 ,不 但 要 求 在 [a,pj 上 FF (x)= f(x) 存 
在 ,而 生 要 求 f(z) 可 积 才 行 .更 进一步 ,我 们 要 指出 :La ,6] 上 的 R- 可 
积 函 数 的 全 体 ,是 一 个 不 完备 的 距离 空间 ,而 这 正 是 R- 积 分 的 最 大 弱 
点 . 

随 着 科学 技术 的 发 展 ,1902 年 法 国 数学 家 Lebesgue 成 功 地 引入 了 
一 种 新 的 积分 Lebesgue 积分 ( 简 记 为 L- 积 分 ).L- 积 分 的 可 积 函 数 
类 中 包含 的 函数 比 R- 积 分 更 为 广泛 .在 积分 的 运算 上 具有 更 大 的 适用 
性 及 灵活 性 .可 以 说 -积分 在 很 大 的 程度 上 克服 了 R- 积 分 的 缺陷 , 当 
函数 RR- 可 积 时 , 它 也 L- 可 积 , 且 积分 值 相同 .对 某 些 R- 不 可 积 的 函数 ， 
在 -积分 中 则 是 可 积 的 ,并 且 [a,5] 上 LL- 可 积 函 数 的 全 体 ,构成 了 一 
个 完备 的 空间 . 
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7.1.1 -积分 的 定义 


L- 积 分 的 建立 ,可 以 有 多 种 不 同 的 途径 ,我 们 采用 先 定义 简单 函数 
的 积分 ,再 逐步 推广 到 一 般 函 数 积分 的 办 法 . 

定义 1.1 设 在 可 测 集 EE(mE< +%) 上 ,简单 函数 p(x) 有 如 下 
的 典范 表示 式 


p(x)= Vals, 
则 称 和 数 cmE, 为 简单 函数 g(x) 在 上 的 1- 积分. 记 为 
| 9p(z)dz= VomE,. 


在 有 的 教科 书 中 ,把 | 9(z)dz 记 为 | 9(z)dm ,是 为 了 强调 工 - 积 


分 与 L- 测 度 m 的 关系 . 
对 于 [0,1] 上 的 Dirichlet 函数 D(xz), 由 定义 1.1, 有 
i Dz)dz 二 mf{zlzxz 是 [0,11 中 的 有 理 数 | 
=0. 
如 果 简 单 函数 p(z) 的 表达 式 不 是 典范 表示 式 时 ,有 下 面 的 定理 . 
定理 1.1 设 瑟 是 互 不 相交 的 可 测 集 下 (z=1,2,…，,2) 之 并 ， 


p(z) 是 已 上 的 简单 函数 , 即 p(z)= >'cils , 则 


| e(z)dz 一 3 cimE,. 
1=1 


由 于 本 章 的 内 容 属于 简介 的 性 质 ,定理 的 证 明 均 未 给 出 ,有 兴趣 的 
读者 可 以 参考 有 关 的 书籍 . 


虽然 在 可 测 集 马上 的 简单 函数 p(z) 的 表达 式 p(z)= > cle 可 


以 有 不 同 的 形式 ,但 是 定理 1.1 却 表明 cmE 是 一 个 确定 的 值 . 这 
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样 定理 1.1 就 拓 广 了 定义 1.1 的 适用 范围 . 


定理 1.2 设 p(x),y(xz) 是 有 限 可 测 集 玉 上 的 简单 函数 ,a 与 8 
是 常数 , 则 有 


| ,Letz) 一 By(x)ldr= a| gp(z)dz + 8| p(x)dz. 
车 p(x) 志 g(x) (a.e. 于 EE), 则 
| p(x)dr<| wz)dz: 


定理 1.3 设 f(z) 是 测度 有 限 的 可 测 集 EE 上 定义 的 有 界 函 数 , 对 
所 有 的 简单 函数 g(x),y(x) 


sup| plr)dzr = inf| p(xr)dx 
FEHIE $2 全 


成 立 , 当 且 仅 当 f(x) 是 玉 上 的 可 测 函 数 . 
定义 7.2 设 E 是 可 测 集 且 mE<+%,f(zx) 是 玉 上 的 有 界 可 测 


函数 , p(x) 为 满足 9 (zx) 过/(x) 的 简单 函数 , 则 称 sup| p(z)dz 为 
f(x) 在 EE 上 的 Lebesgue 积分 ,简称 为 L- 积 分 或 积分 , 记 为 
| f(x)dr=sup| p(x)dz. 


由 定理 1.3 可 知 ,测度 有 限 的 可 测 集 上 的 有 界 可 测 函 数 是 L- 可 积 
的 .这 时 ,有 界 可 测 函 数 在 马上 的 L- 积 分 也 可 以 表示 为 


| f(z)dr = if| p(x)dzr, 
E pH E 
其 中 yy(xz) 为 任意 满足 y(x) 宇 f(x) 的 简单 函数 . 
当 E= [a,6] 时 ,f(z) 在 [a,6b] 上 的 积分 | f(z)dz 也 可 以 记 


为 (CD 7Cz)dz ,或 | f(z)ax | fz)dz. 


定理 1.4 设 f(x) 是 La,65] 上 的 有 界 了 西数 , 若 (x) 在 La,5] 上 是 
R- 可 积 的 , 则 f(z) 是 可 测 的 ,也 是 L- 可 积 的 , 且 有 


(BR) f(z)dz = Df flr)dz. 
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应 当 指 出 ,定理 1.4 的 道 定理 并 不 成 立 . 例 如 Dirichlet 函数 就 是 
L- 可 积 而 R- 不 可 积 的 例子 . 

7.1.2 于 -积分 的 性 质 


设 ALz) 和 g(z) 是 测度 有 限 的 可 测 集 下 上 的 有 界 可 测 函 数 , 则 下 
面 的 运算 性 质 成 立 . 


(| [f(z) +g(r)jdz=| f(z)dr+| g(r)dr. 


| .af Cr)dx = a| f(z)dxr(a 为 常数 ). 
(02) 车 FLz)= g(z)(ae. 于 下 ), 则 

| zydz=| g(r)de. 
(3) 若 FLz)sg(z)Cae. 于 下 ), 则 

| /rar<| s(z)ar， 


| fr)dzrl<| 17(z) Idx. 
(4) 若 ae 委 FIz) 委 8,zEE. 则 
amE<| f(x)dr<bmE. 


故 当 mE =0 时 ,| /(x)dz =0; 


f(x)>0 时 ,| 7(z)dz>>0. 
(5) 若 玉 =AUB,A 与 B 是 可 测 集 ,和 且 A 站 B= 名 , 则 
| rz)dz=| fr)dr + | f(z)dz. 


(6) 任 给 e >0, 存 在 着 6>0, 使 得 当 ACE 且 mA<6 时 ,有 积分 


A 


| f(r)drl<e. 
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应 当 指 出 ,L- 积 分 是 一 种 绝对 可 积 的 积分 ,这 一 点 有 别 于 R- 积 
中 的 广义 积分 .因此 R- 积 分 中 关于 广义 积分 的 一 些 结论 ,对 L- 积 分 来 
讲 ,一 般 并 不 适用 .下 面 的 例子 说 明 , 广 义 R- 可 积 的 函数 并 不 一 定 是 L- 
可 积 的 .这 一 点 ,读者 务必 要 注意 . 

例 1.1 区 间 [0,1j 上 的 函数 


1 , 1 
Tsin LT, zxE(0,1], 
/0 in — XE( ] 
0， 并 二 0. 
是 广义 R- 可 积 的 ,但 是 |/(x) | 不 是 上 -可 积 的 . 
解 /(z) 在 re | 二 ,| 上 有 界 , 旦 |A(z)1= 二 | sn 二 | , 故 Ar) 


在 | 二 ,1] 上 是 R- 可 积 的 .从 而 是 L- 可 积 的 .可 是 


站 realdaz>| 7) ldr = (R)| ,+ 


_ 1 n+ om 
sin dx -> 十 oo、 
Zz 


这 说 明 | f(z)| 在 [0,1] 上 不 是 -可 积 的 .因此 ,f(x) 在 [0,11 上 也 不 是 
L- 可 积 的 . 


7.2 ” Lebesgue 积分 的 几 个 定理 


下 面 介 绍 Lebesgue 积分 的 三 个 定理 ,从 这 三 个 定理 我 们 可 以 看 
出 :在 LL- 积 分 中 ,积分 与 极限 交换 次 序 的 条 件 比 起 R- 积 分 就 弱 得 多 . 

引 理 2.1 设 f(z) 是 可 测 集 E 上 的 非 负 可 测 孙 数 , 则 

| fC2)dr =sup| ,p(x)dx, 

其 中 上 确 界 是 对 所 有 满足 如 下 条 件 的 可 测 函 数 p(z) 而 取 的 : 

(1)0<¢(x)< f(z); 

(2)mE(p(z)A0)< +oo. 

定理 2.1(Levi 定理 ) 设 1 /+ 是 可 测 集 王 上 的 一 列 可 测 函 数 , 若 
对 每 一 个 zxE 五 ,有 
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(1) 0 有 f(z)Ef(r)R Ef (rR, 
(2) limf. (xz)= f(x). 
则 


[fdr= tim| f(x)dz. 
引 理 2.2( 逐 项 积分 定理 ) 设 1/,1 是 可 测 集 E 上 的 一 列 非 负 可 测 
函数 , 且 f(x)= W(x)(zEE), 则 


| f(r)dz= AL 


(实际 上 ,由 于 | 六 六 | 是 已 上 的 一 列 单调 增加 的 可 测 函 数 , 且 对 
每 一 个 zeE, 有 lim 3)/,(z) = (x), 由 定理 2.1 有 


[S00 tm Pf)dr = Sf)de.) 


引 理 2.3( 积 分 的 可 数 可 加 性 ) 设 /(x) 是 可 测 集 已 上 的 可 积 函 
数 ,E= U E, ,其 中 |E, 1 是 一 列 互 不 相交 的 可 测 集 , 则 


| fe)dr= > | Andz 


定理 2.2(Fatou 引 理 ) 若 | 广 } 是 可 测 集 已 上 的 一 列 非 负 可 测 函 
数 , 则 


| limf, (2)dr <lim| f, (1)dz. 


Fatou 引 理 在 某 些 情况 下 ,不 等 式 可 以 是 严格 的 .例如 [0,1] 上 的 
函数 列 { f(z) 定义 为 


2 ， 车 ze (0, 亏 ): 
f(x)= 
0， 车 xzE[10,1]\ (0 去 )， 
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则 对 于 每 一 个 zE[0,1]J 有 fx)= lim f(x)=0, 因 而 f(x) 在 10,1] 
上 的 积分 为 零 ,但 是 f, (x ) 在 [0,1] 上 的 积分 为 1, 故 
| f(a)dx<lim|, f(z)dz, 


[0,1] 


定理 2.3(Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 

(1){f,(z)i 是 可 测 集 EE 上 的 一 列 可 测 函 数 ，; 

(2) 对 每 一 个 nEN, 在 上 上 g(x) 可 积 , 且 有 |f,(x)| 夺 g(x)(a. 
e. 于 五 ); 

(3)lim 亡 (z)= 帮 xz)(ae- 于 E). 
则 f(z) 在 EE 上 可 积 , 且 


| f(z)dx = lim| f(x)dz. 


习题 7 


1. 设 下 是 互 不 相交 的 可 测 集 已 (i =1,2,…,n) 之 并 ,p(z) 是 下 
上 的 简单 画 数 , 即 p(z)= > cls .证 明 | p(z)dz= DyemE, 
2. 设 F(z) 是 [a ,8] 上 的 有 界 函 数 , 若 /(z) 在 [a,b] 上 是 R 可 积 
的 .证 明 : 
(1) f(z) 也 是 十 可 积 的 ; 
C) CR)| fz)dr = (7) f(z)de. 
3. 设 f(x) 和 g(z) 是 测度 有 限 的 可 测 集 E 上 的 有 界 可 测 函 数 ,证明 : 
| CrGare(zldz=| f(r)drt | g(r)dz. 
4. 若 f(z)=g(x)(a.e. 于 EE), 证 明 : 
| f(z)dz=| g(r)dz. 


5. 应 用 引 理 2.2( 逐 项 积分 定理 ) ,证 明 引 理 2.3( 积 分 的 可 数 可 加 
性 ). 
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第 8 章 ”抽象 代数 的 基本 概念 


近世 代数 在 数学 的 其 他 分 支 和 自然 科学 的 许多 部 门 里 都 有 重要 的 
用 .近世 代数 的 主要 内 容 就 是 研究 所 谓 代数 系统 , 即 带 有 运算 的 集 


哨 匡 


本 章 先 介绍 常用 到 的 基本 概念 . 
8.1 集合 与 映射 


8.1.1 集合 


定义 1.1 若干 个 (有 限 或 无 限 多 个 ) 固 定 事 物 的 全 体 称 为 一 个 集 
合 (简称 集 ). 

一 般 用 大 写字 母 A,B,C,…M,V,R… 表 示 ， 

我 们 常用 到 的 集合 有 :实数 集合 RR, 复 数 集合 C, 有 理 数 集合 Q, 自 
然 数 集合 N, 整 数 集合 Z 等 . 

组 成 一 个 集合 的 事物 称 为 这 个 集合 的 元 素 ( 简 称 元 ) .一 般 情况 下 ， 
用 小 写字 母 a ,b,c ,x ,y*… 表 示 元 素 . 

如 和 集合 A= {a,b,c,dil， 

V={(z,y)lzx’+y =1|, 

B/D) ot ort ar tt ar ”为 固定 整数 | 

a:ER i=0,l…n 
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C= {i(a,) .xnlays ER i,j=1,2…n|. 
注意 :一 个 没有 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 作 儿 ; 
@@ 如 果 元 素 a 属于 集合 A, 则 记 a € A .如 果 元 索 a 不 属于 
集合 A, 则 记 aEA 或 a&A. 
定义 1.2 若 集合 B 的 每 一 个 元 素 都 属于 集合 A , 则 称 B 是 A 的 
子 集 . 记 BCA. 即 如 果 VxzEB, 都 有 zEA, 则 BSA. 
定义 1.3 若 BSA, 而 且 A 中 至 少 有 一 个 元 素 eEB, 则 称 B 为 
A 的 真子 集 . 记 BCA. 
如 果 两 个 集合 A 与 B 中 的 元 素 完全 一 样 , 则 称 A 与 B 相等 , 记 A 
= 也. 即 如 果 ASB, 且 BCA, 则 4A=B. 
如 果 一 个 元 素 a€EA, 且 aEB, 则 称 a 为 A 与 B 的 共同 元 素 . 
定义 1.4 由 集合 A 与 B 的 共同 元 素 组 成 的 集合 称 为 A 与 B 的 
交集 , 记 为 A 站 MB. 即 ANMB= {xilx€A 且 xE€Bi. 
例如 ,A= {1,2,31,B=14,5,6| ,C=13,4,5|, 则 有 
ANB=%,ANMNMC= 131. 
定义 1.5 由 至 少 属于 集合 A 和 B 之 一 的 一 切 元 素 组 成 的 集合 
称 为 A 与 B 的 并 集 . 记 为 AUB. 即 AUB=1x|xEA 或 iEB1. 
如 和 A=11,3,5,7,…|},B= |2,4,6,…|, 则 有 
AUB=1|1,2,3,4,5,6,7,."1. 
类 似 地 ,有 限 个 集合 A, , A,,… , As 的 交集 与 并 集 : 


MA,=ANA NNA, = {zlz€EA,(i=1,2,.%,S)}, 


UA.=AiUAsU…UAs=1zlz 至 少 属于 某 一 个 A.(i=1， 
2,…,S)| 
定义 1.6 设 Ai,A,,…,A, 为 n 个 集合 ,由 一 切 从 Al, A,,…， 
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A, 里 顺序 取出 的 元 素 组 (al ,as ,av)(aE4,i=1,2,…,2) 构 成 

的 集合 称 为 集合 A, ,4;，,…,4, 的 积 . 记 为 A, x A, Xx…x A,. 即 
AlXA,xX.…xA,={(a,a as)laEA i=1,2,…,n|. 
如 RxXR={(z,y)|zx,yER|. 


8.1.2 映射 


定义 1.7 设 有 集合 A Xx A, X… x A, 和 集合 也, 规定 一 个 法 则 
2 :对 于 任意 (al ,a,,…,a,)E€ AlxXxA,X…x 有 A,, 都 能 得 到 一 个 惟一 
的 dEDD, 使 得 (a1,a;,…,a,) 与 d 对 应 ,那么 称 8g 为 A Xx A,X…x 
4, 到 DD 的 一 个 映射 . 记 为 

yg:A1X AsxX-.…xA,>D, 

或 (Qsa2s sa -> d= pl(a,a,, ,a,))], 
且 称 da 为 元 素 (al ,a,,…, a, ) 在 映射 p 下 的 像 . (ai ,a,,…,a; ) 为 元 
- 素 4 在 映射 p 下 的 原 像 . 

在 以 上 的 定义 中 ,要 特别 注意 几 点 . 

(1) 在 映射 的 定义 中 ,没有 要 求 A, ,A,,…, A, 与 DD 各 不 相同 . 

例如 ,车 A = A,=…= A,=DD=R, 规 定 9:(al,as,… ,a 上 > 
al+al+.…+a?. 

(2) 在 映射 的 定义 中 ,如 果 4, ,A;,…,A, 各 不 相同 , 则 它们 的 顺 
序 不 能 任意 对 换 . 即 如 果 p 是 由 Al x A, X… x A。 到 DD 的 一 个 映射 ， 
则 不 能 说 p 是 由 A, Xx Aix…xA, 到 DD 的 一 个 映射 . 

例如 ,4, = { 东 , 西 | ,A,= ! 南 1,D= | 高 , 低 | . 

规定 p:A, XA, 一 口 为 

( 东 , 南 小 一 高 ， 
( 西 , 南 )F 一 低 . 

由 定义 知 p 是 由 Ai XA, 到 DD 的 一 个 映射 . 

这 时 我 们 不 能 说 p 是 由 A, x A, 到 DD 的 一 个 映射 .因为 g 没有 为 
( 南 , 东 ) 及 ( 南 , 西 ) 规 定 像 . 
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(3) 在 定义 中 ,要 注意 任意 (al ,as ,ay)EAIXAX…XxA,, 元 
素 (a ,ar，…，,a,) 在 p 之 下 必须 都 要 有 像 . 

例如 , A=| 东 , 西 1,A, 一 | 南 |,D= | 高 , 低 } ,规定 p:( 东 , 南 )-~> 
高 . 

这 时 ,不 能 说 p 是 由 A, Xx A, 到 DD 的 一 个 映射 . 因为 gq 没有 为 
( 西 , 南 ) 规 定 像 . 

(4) 要 注意 对 于 每 一 个 元 素 (al az， ,acEAIXxAx…XxA4。， 
在 2 下 的 像 都 是 惟一 的 . 

例如 , 当 n=1 时 ,Al=DD=R. 规 定 p:R 一 R 为 


VaER a ,车 a 闫 1， 
~ 和 


显然 9 不 是 由 R 到 R 的 一 个 映射 .因为 g 为 元 素 1 规定 的 像 不 惟一 . 
(5) 要 注意 对 于 每 一 个 元 素 (al ,as,… ,a, ) 在 pg 下 的 像 4€D. 
例如 , 当 n=1,A!=D=N 规定 gp:N>N 为 对 于 任意 a€N,a 

Fr a 一 1. 

显然 p 不 是 由 NN 到 的 一 个 映射 .因为 元 素 1 在 p 下 的 像 为 0EN. 
一 般 地 ,如 果 gp 是 由 A x A,X… Xx A, 到 也 的 一 个 映射 , 则 称 g 

是 定义 在 A, x A, Xx… x A, 上 的 一 个 单 值 函 数 .该 孙 数 9 的 值 域 是 D 

的 子 集合 . 
定义 1.8 设 gi 与 ,是 由 AilXAs,XxX…xXxA, 到 D 的 两 个 映射 ， 

如 果 对 于 任意 (a1,a,,…,a,)EAlXA,Xx…xA,, 都 有 

pi[(aisas, saa) = pl (a ,a ,a )], 

则 称 g, 与 p 相同 (或 相等 ), 记 为 9, = 92.. 
例如 , 设 A=|-2,0,2},D=10,4], 定 义 p:A 一 站 为 对 于 任意 > 

EA,pi(r)=x ,G(r)=21z|. 显 然 p91 = 9;. 


8.1.3 代数 运算 


定义 1.9 一 个 由 AXx8B 到 DD 的 映射 称 为 一 个 由 AxB 到 DD 的 
代数 运算 . 
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按照 定义 ,一 个 代数 运算 只 是 一 种 特殊 映射 ,因此 可 以 用 特殊 符号 
记 这 种 特殊 映射 . 

pp:AXB—D. 

当 a€ A,bEB, 有 惟一 dED, 使 得 (u,b)H->d, 即 d= ol(a,， 
b)]= ovo(a,b). 

现在 记 这 个 映射 符号 为 :A x BD. 于 是 有 (a,5)=4d. 为 了 方 
便 , 我 们 也 记 为 :d =。(a,b)=aeb. 

例 1.1 设 Z= {全 体 整 数 |,Z ,= 1 全 体 非 零 整数 |,Q= | 全 体 有 
理 数 } , 则 由 ZxZ- ,到 Q 的 一 个 代数 运算 。:(a,b)> 4 = 
显然 这 个 代数 运算 就 是 普通 的 除法 . 

例 1.2 设 

Vi=1A=(a) ,x [as ER,i=1,2,. ,m3j =1,2,.,s|; 
Vs= 1B=(6,),., |b; ER,i=1,2, ,5;j =1,2,.. ,7 ); 
Vs= 1D=(d,),x, | dy ER,i=1,2, ,mij=1,2,. ,7 |; 
定义 *:(A,B)H>D=A4*B. 这 个 由 V,xV 到 V; 的 代数 运算 
就 是 代数 学 中 的 矩阵 乘法 . 

例 1.3 设 A=i1,2i,B=|11,2i,D=1 奇 , 偶 }. 

定义 *:(1,1) 盖 > 奇 ,(1,2) 汪 > 奇 ,(2,1) 一 偶 ,(2,2 站 一 奇 . 
这 是 一 个 由 A Xx B 到 DD 的 代数 运算 . 

注意 :一 个 由 A XB 到 DD 的 代数 运算 ,并 不 能 说 是 由 BXA 到 DD 
的 代数 运算 ; 当 。 是 由 A x A 到 了 D 的 代数 运算 时 ,对 于 任意 元 素 a € 
A,bE€A,a'b= bea 不 都 成 立 .只 是 说 ,ao5b 与 56*a 都 有 意义 . 

当 A 与 B 都 是 有 限 集合 时 ,一 个 由 A x B 到 DD 的 代数 运算 通常 
可 用 一 个 表 ( 运 算 表 ) 来 表示 . 

假定 A={ai,as,… ,a,1,B=161,6,,,b,), 

AxB>D, 
(a ,b> dj; = ai°b, 
是 所 定义 的 代数 运算 . 则 用 运算 表 可 如 下 表示 : 


人 二 40 
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bi b2 可 bn 
| 
Cd di … dim 
az |d2 dz … dy 
an | cd do dv 
如 例 1.3 中 的 代数 运算 的 运算 表 是 

2 

1 | 奇 奇 

2 | 偶 奇 


可 见 用 运算 表 来 说 明 一 个 代数 运算 , 既 清 楚 又 简便 . 

我 们 最 常用 的 代数 运算 .是 A x A 到 A 的 代数 运算 ,简称 .是 A 
的 代数 运算 或 二 元 运算 . 且 称 A 对 代数 运算 :封闭 . 

例 1.4 设 R'"”"= | 人 全体 阶 实 方 阵 A = (a;),x,}. 
对 于 任意 A,BER”" ,如 果 定 义 :"(4,B)=A4B, 显 然 * 是 R 的 代 
数 运算 ,这 是 我 们 学 过 的 矩阵 乘法 运算 . 称 R”" 对 矩阵 乘法 封闭 . 如果 
定义 :"(4,B)=A4A+B ,显然 * 是 R "的 代数 运算 ,这 是 矩阵 的 加 法 运 
算 , 称 R”" 对 和 矩阵 加 法 封闭 . 


8.2 代数 运算 的 规律 


设 * 是 集合 A 的 一 个 代数 运算 ,对 于 A 中 的 任意 元 素 a ,bp,c ,显然 
asb,pbecpoai(ab)car(booc) 都 是 A 中 的 元 素 , 现 在 考虑 (ec "2p) 
o 与 a (bc) 是 否 相 等 ? ao。b 与 b。a 是 否 相 等 ? 即 考虑 代数 运算 是 
否 符合 某 些 常 用 的 运算 规律 . 


8.2.1 结合 律 


定义 2.1 设 * 是 集合 A 的 一 个 代数 运算 ,如 果 对 于 A 中 的 任意 
三 个 元 素 a ,b,c 都 有 
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(a°b)°c=a°*(bec), 
则 称 代 数 运算 .适合 (或 满足 ) 结 合 律 . 
例 2.1 R” "中 和 矩阵 的 加 法 与 算 阵 的 乘法 都 适合 结合 律 . 
例 2.2 R 中 数 的 减法 运算 不 满足 结合 律 . 因为 对 于 任意 a ,5,c 
ER,(a-b)- ca-(b- ce). 
例 2.3 设 * 是 实数 集合 R 的 代数 运算 ,对 于 任意 元 素 a,5E RR, 定 
义 *Hara=at+b-ab. 
试验 证 :代数 运算 .是 否 适合 结合 律 . 
解 ” 对 于 任意 元 素 a,5,cER, 因 为 
(asp)oc =(a+b~-ab)ec 
=(a+b-ab)+c—-(at+b— ab)ec 
=at+b+c~ab-ac- bt+abc, 
a° (bc)=a(b+c— bc) 
=at+(b+t+c-be)-a(bt+ec—- bec) 
=a+b+c~bc~ab—-actabc, 
所 以 有 (a*pj*c=as*(bc), 即 代数 运算 * 适 合 结合 律 . 
例 2.4 设 实数 集合 R 的 一 个 代数 运算 为 。: 对 于 任意 元 素 a ,66E 
R,a°b=at+26. 
验证 ,是 否 适 合 结合 律 . 
解 ” 对 于 任意 元 素 a ,b,cER, 因 为 
(a°b)°e =(a+2b)°e 
=(at+26)+2¢c 
=a+2b+2c, 
a°(b°c)=a°(b+2c) 
=a+2(6+2c) 
=a+2b+4c. 
(aspg)*c 天 as(bsc), 即 及 的 这 个 代数 运算 。 不 满足 结合 律 . 
例 2.5 设 * 是 4A=ja,2;c}f 的 一 个 代数 运算 ,并 由 下 列 运算 表 给 
出 : 
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a Db C 
ala 4 C 
bib c &a 
C c a b 


验证 A 的 这 个 代数 运算 :是否 适 合 结合 律 . 
解 ” 由 于 A 中 含有 三 个 元 素 , 所 以 要 验证 A 的 代数 运算 。 是 否 适 
合 结 合 律 ,必须 验证 CC Ci =27 对 式 子 是 否 相 等 .显然 当 A 中 元 素 
越 多 ,要 验证 ,是否 适合 结合 律 ,就 会 越 麻烦 . 
对 于 A 的 这 个 代数 运算 ,观察 运算 表 发 现 有 如 下 规律 : 
对 于 任意 元 素 zEA, 都 有 aua*z=zea= 工 ,于 是 对 于 任意 ae ,zy，y 
EA, 都 有 
(a°*T)°*y=x°y, 
a° (zx°y)= x°y. 
即 在 验证 的 27 对 式 子 中 ,凡是 有 元 素 a 出 现 的 式 子 中 都 适合 结合 律 . 
因此 只 须 验 证 没有 a 出现 的 GG: 'G =8 对 式 子 .因为 
(b°b):b=e*b=a, °(b°b)=b°c=a, 


(b°b)°c=eec=6b, (bc)=6b°a= 6, 

a=b, 
(bec)°c=arc= 06, °(c°c)=6°6=ce, 
(cb6)°6=ab=b, (6°b0)=c°c= 6b, 


(csp)sc=asc=c， obec)=eea=e, 


b 
C b 
(boc)b=ab=6, be(cb)=b° 

b 

C 

C 
{coc)°b=6b°b=e, C 

(ce°c)°*c=bec=a, co°(c°c)=cb=a, 
即 在 没有 a 出 现 的 式 子 中 ,结合 律 也 成 立 .所 以 由 运算 表 给 出 的 A 的 
这 个 代数 运算 .适合 结合 律 . 

定义 2.2 设 集合 A=|al,as,a;1, 且 A 的 代数 运算 .适合 结合 
律 , 则 规定 a1*as*a3= ai°(as°a3)= (a1°a)° as. 

同样 可 以 定义 A 中 的 n(n >>3) 个 固定 元 a, ,a;,… ,a, 的 代数 运 
算 : 的 结果 ai。a。…。a，， 


°c°b)=coa= ce, 
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8.2.2 交换 律 


定义 2.3 设 : 是 一 个 由 A x A 到 DD 的 代数 运算 ,如 果 对 于 任意 
a,bE A ,都 有 a6b=6°a, 则 称 代数 运算 。 适 合 交换 律 . 
例 2.6 设 : 是 RXR 到 R 的 代数 运算 , 即 对 于 任意 a,bER， 
a°b=at+b~ ab. 
验证 :适合 交换 律 . 
解 ” 对 于 任意 a,bER, 因 为 
a°b=a+b-ab, 
bra=b+a~-ba=a+b-ab, 
所 以 ca*o=pbsa. 即 * 适 合 交换 律 . 
例 2.7 设 集合 A= {a,b,c ,dl,* 是 A 的 一 个 代数 运算 , 且 由 下 
列 运算 表 给 出 : 


CD cc dd 
ala b rc 4d 
blb dd a qc 
C c a d 
dd ¢c a b&b 

检验 代数 运算 .是 否 适合 交换 律 . 


解 ” 应 该 对 于 任意 x,yE A ,考察 zx。 y= y°Xx 是 否 都 成 立 . 
由 上 面 运 算 表 看 出 ced=d,dr*c=a, 即 ced 关 d*c, 所 以 代数 运 
算 。 不 适合 交换 律 . 


一 般 地 , 设 集合 A= | a， 0C2。， ”Cr ! ,A 的 代数 运算 。 由 如 下 运算 
表 给 出 : 


第 8 章 ”抽象 代数 的 基本 概念 ”145 


al [a di dis di 
az jd d» dss d, 
as da da das Ca， 
Qn di d,2 d,3 机 dn 


如 果 对 于 任意 a ,a, E€ A(i,j=1,2,…,n)， 
ai*aj;=d,, 
a;°a;=d 
恒 有 ds = 心 ， 
则 称 代数 运算 。 适 合 交 换 律 . 否则。 不 适合 交换 律 . 
定理 2.1 如 果 4 的 代数 运算 .同时 适合 结合 律 与 交换 律 . 则 


Qi "Qi a; Ta a od, 


其 中 ,vi 为 1,2,… on 这 各 个 数 的 任意 一 个 全 排列 
证 明 用 归纳 法 证 . 
当 n=2 时 ,定理 结论 显然 成 立 . 
假设 当 元 素 个 数 为 (n - 1) 时 ,定理 结论 成 立 , 即 
oa 
其 中 局 纪 …i,1 是 1,2,…(n 一 1) 的 任意 一 个 (mn -1) 阶 全 排列 . 
下 面 证 元 素 的 个 数 为 ”的 情况 ,因为 ii ,ia… 中 必 有 某 一 个 为 


n ;不妨 设 其 中 的 二 =7 (01 委 & 委 2) 所 以 


9 


= (a 01 ) "0 (ai, 4 ) 


一 (Q& a, oo 过 o(a., oog, a, 
( 1 2 a ( 人 +1 ， 入 

一 (QQ oo 人 oa oo 人 oa, . 
( 1 2 全 -1 +1 ,) 纺 


由 于 12 是 1,2,…n—1 的 任意 一 个 (xn 一 1) 阶 排列 . 
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由 假设 知 


证 毕 . 
8.2.3 分 配 律 


结合 律 和 交换 律 都 只 是 对 一 种 代数 运算 "而 言 .现在 要 讨论 同 两 种 
代数 运算 发 生 关系 的 一 种 规律 ,就 是 分 配 律 . 
设 避 是 由 BxA 到 A 的 代数 运算 ,并 且 岂 是 由 AXA 到 A 的 代 
数 运算 . 
对 于 任意 5€EB, 任 意 4,,a;EA, 因 为 a/ 中 a,EA, 于 是 bl(a, 
Das)EA,LbOa, LbOa EA,LOaADBDlOa, EA. 敢 和 4bO (a Pa,) 
与 5Oal 电 bas 是 否 一 定 相 等 ? 
定义 2.4 设 中 是 A 的 一 个 代数 运算 ,并 且 昌 是 由 BxA 到 A 的 
一 个 代数 运算 ,如果 对 于 任意 的 元 素 5€ B ,任意 的 元 素 cl ,azEA, 都 
有 
bO(aDas)= (ba Db Oa,), 
则 称 代数 运算 与 中 适合 左 分 配 律 ( 即 第 一 分 配 律 ). 
例 2.8 设 中 是 RR 的 一 个 代数 运算 : 
对 于 任意 a1,a,ER,alBa,=al+a,~2ailas. 
并 且 昌 也 是 R 的 一 个 代数 运算 : 
对 于 任意 56,aER,bOa=6b+a. 
验证 昌 与 旬 是 否 适合 第 一 分 配 律 . 
解 ” 对 于 任意 5,al,a,ER, 由 上 面 代数 运算 与 只 的 定义 知 ， 
bO(a Pa)= O(a t+a,—2aa,) 


=b+a,t+a,—2alas; 
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(bOa DLbOa)= (b+ aD + a,) 
=(b+t+a)+(b+a) -2(6+a)(6b+a,) 
=2b6+ata, -20 -26(a1t+a,)~2aia,, 
所 以 bO(aPDa,)AbO a DbOa,. 
即 上 面 定义 的 及 的 代数 运算 ©@ 与 中 不 适合 第 一 分 配 律 . 
定理 2.2 设 甸 是 A 的 一 个 代数 运算 ,是 Bx A 到 A 的 代数 运 
算 ,如果 旬 适合 结合 律 ,并 且 牟 与 由 适合 第 一 分 配 律 , 则 对 于 任意 5 € 
了 ,任意 al ,az，…a 所 4A 都 有 
bO(aDaDDa)= (bOa) DLOa DDL Oa, ). 
证 明 用 归纳 法 证 . 
当 n=2 时 ,定理 结论 显然 成 立 . 
假设 对 a1 ,a;,… ,a,-1&€ A, 定 理 结论 成 立 , 即 
bO(aPDa DPBa, 1)= (LOa DLOa) DBE Oa,.1). 
下 面 证 对 于 al ,as,…,a,-1,4, EA 的 情况 . 
因为 bO(a DaDDa,.iDa,) 
=6O[ (a DasDBDa,_ 1 Da,!] 
=[bO(a BaDDBa, 1) DDOa,), 
由 于 假设 5 (al 人 名 a;, 中 … 名 a,_1) 
=(bOa)D(L Oa,)B…DL Oa, 1), 
所 以 bO(a Ba DP.…Da,) 
=[(6Oa) BLOa DOLOa, 1 OL Ou,) 
=(6O0a B06 Oa DD Oa DbOa,). 
证 毕 . 
类 似 可 以 定义 右 分 配 律 并 得 到 相应 的 定理 . 
定义 2.5 设 由 是 A 的 一 个 代数 运算 ,并 且 是 由 AXB 到 A 的 
一 个 代数 运算 .如 果 对 于 任意 5€B 及 任意 al,a,€EA, 都 有 
(alPDa)Ob= (ad)D(a, ©0065) 
则 称 代数 运算 后 与 由 适合 右 分 配 律 ( 邯 第 二 分 配 律 ) . 
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定理 2.3 设 中 是 A 的 一 个 代数 运算 ,是 A x B 到 A 的 代数 运 
算 ,如果 旬 适合 结合 律 , 又 日 与 只 适 合 第 二 分 配 律 , 则 对 于 任意 5EB 
及 任意 ai ,a,,…,a,EA, 都 有 

(a DasD%Da) Ob= (a OD Ob)D:…D(a, 05). 

例 2.9 设 扣 ,由 是 A 的 两 个 代数 运算 ,如果 由 适合 结合 律 ,并 且 
与 斩 适 合 第 一 、 二 分 配 律 .证 明 : 对 于 任意 al ,az,6 ,6EA, 下 式 成 
立 : 

(a Ob Da Ob D(a, Ob D(a Ob,) 
= (a 0b)DB a Ob)DBa Ob, D(a Ob,). 
证 明 左边 =[a@ (bb6,)1®[a, © (0 D6,)] 
= (al@PBa,)O (bPDo,) 
=[(alDas)OL DL (a Da,) Ob,] 
= (a Dab Da O06)D(a: Ob6,) 
= 右边 . 
证 毕 . 


8.3 一 一 映射 .变换 


为 了 比较 两 个 集合 A 与 A 的 结构 ,我 们 要 进一步 讨论 特殊 映射 . 
8.3.1 一 一 映射 


定义 3.1 设 p 是 一 个 由 集合 4 到 集合 A 的 映射 .如 果 对 于 任意 
a A, 都 至 少 存在 一 个 元 素 a€ A ,使 得 a = g(a), 则 称 p 是 由 A 到 
A 的 满 映 射 ,简称 满 射 . 

定义 3.2 设 op 是 一 个 由 集合 A 到 集合 A 的 映射 ,如 果 对 于 任意 
a,bEA, 当 a 关 b 时 , 恒 有 pl(a) 关 gg(5), 则 称 wp 是 由 A 到 A 的 单 映 
射 ,简称 单 射 . 

定义 3.3 ”如果 gq 是 由 A 到 A 的 满 射 , 且 又 是 单 射 , 则 称 pg 是 由 
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A 到 A 的 一 一 映射 ,也 称 p 为 双 射 . 

例 3.1 设 g 是 由 RR 到 R’ 的 一 个 映射 :对 于 任意 zER,2p(Cz)= 
e” .验证 p 是 由 R 到 R' 的 一 一 映射 . 

解 ”显然 对 于 任意 yER' , 必 存 在 zxER, 使 得 e =y.: 即 是 满 
射 . 

对 于 任意 ri ,z, ER, 当 和 关 z 时 ,有 ef 天 e” ,于 是 ,得 知 p 是 
单 射 . 

所 以 p 是 由 及 到 R' 的 一 一 映射 . 

例 3.2 设 集 合 V=1A=(a,),s ,la ER,i,j=1,2,…7,1A| 
夫 0} ,规定 p: 对 于 任意 元 素 AE V， 

p(A)=A ”. 

验证 p 是 由 V 到 V 的 一 一 上 映射 . 

解 ” 由 定义 ,显然 p 是 由 V 到 V 的 一 个 映射 . 

因为 对 于 任意 元 素 BE V, 必 存在 AE€V, 使 得 AB = E, 即 
9(A)=B, 故 9 是 满 射 . 

对 于 任意 A1 ,A,EV, 当 Al 关 A, 时 ,Ai' 关 A;' ,于 是 ,得 知 p 是 
单 射 . 

所 以 p 是 由 V 到 V 的 一 一 上 映射， 

注意 ”如果 gp 是 由 A 到 A 的 一 一 映射, 当 A 为 有 限 集合 时 ,A 一 
定 也 是 有 限 集合 , 且 A 与 A 中 元 素 个 数 相 等 ; 当 A 为 无 限 集合 时 ,A 
可 以 是 A 的 一 个 真子 集 . 

定义 3.4 设 y 是 由 A 到 A 的 一 一 映射 , 称 由 A 到 A 的 映射 y 
为 p 的 北 映 射 : 

对 于 任意 a EA,y(a)=4a, 其 中 a = g(a). 

一 般 情 况 下 , 记 9 的 逆 映 射 为 p ，. 

一 一 映射 有 以 下 重要 性 质 . 

定理 3.1 设 y 是 由 A 到 A 的 一 一 上 映射, 则 gpg ' 是 由 A 到 A 的 一 
一 映射 . 

证 明 先 证 明 yg ' 是 满 射 . 

对 于 任意 元 素 a€ A, 由 于 p 是 由 A 到 A 的 映射 , 故 必 存 在 a € 
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A ,使 得 a =p(a). 
由 pg 的 定义 知 g (a)=a, 即 pg ' 是 由 A 到 A 的 满 射 . 
再 证 明 p ' 是 单 射 . 
对 于 任意 元 素 a ,6 EA ,如果 a 关 5 ,由 pp 的 定义 知 p '(a)=a， 
pg (5)=5b. 因 为 
g(a)=a,p(b)=6, 
pp(a)# 9p(6), 
故 必 有 a 关 b( 否 则 ,如 果 a =5, 有 p(a)= gpg(5) 于 是 有 a =6, 出 现世 
导 ), 即 p '(a) 关 p (8). 所 以 p ' 是 由 A 到 A 的 单 射 ,总 之 p “是 
由 A 到 A 的 一 一 映射 . 
证 毕 . 


8.3.2 变换 


定义 3.5 如 果 gp 是 由 A 到 A 的 映射 , 则 称 p 是 A 的 一 个 变换 ; 
如 果 9 是 由 A 到 A 的 满 射 , 则 称 p 是 A 的 满 射 变换 ;如 果 p 是 由 A 
到 A 的 单 射 , 则 称 p 是 A 的 单 射 变换 ;如 果 p 是 由 A 到 A 的 一 一 映 
射 , 则 称 p 是 A 的 一 一 变换 . 

例 3.3 设 pm 是 集合 R 的 变换 .并 且 规 定 ; 对 于 任意 xz ER,， 
g(x)=sinz;9g2(X)=e ;93(zx)= x . 试 说 明 以 上 变换 的 性 质 . 

解 ” 由 定义 知 pl(z)=sinz 是 RR 的 一 个 既 非 满 射 又 非 单 射 的 变 
换 ;gq,(x)=e” 是 R 的 一 个 单 射 变换 ;pg;(zx)=x? 是 RR 的 一 个 一 一 变 
换 . 


8.3.3 同 态 


1. 同 态 映 射 

定义 3.6 设 * 是 4 的 一 个 代数 运算 ,是 A 的 一 个 代数 运算 ,gq 
是 A 到 A 的 一 个 映射 .如 果 对 于 任意 a,5EA, 都 有 9p(a*p)=9p(a) 
9p(5) , 则 称 9 是 一 个 对 于 代数 运算 .和 ,来 说 的 由 A 到 A 的 同 态 映 射 . 

例 3.4 设 A= {全 体 整 数 |,A= 11, 一 1|},。 是 A 的 一 个 代数 运 
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算 :a*8=a+pb,* 是 人 的 一 个 代数 运算 :a"0 =a.b. 
如 果 规 定 gq 是 A 到 A 的 一 个 映射 :对 于 任意 a€ A， 
1, 当 < 之 0， 
-1， 当 c<<0. 
验证 wp 对 于 代数 运算 < 和 来 说 是 否 为 由 A 到 A 的 同 态 映射 . 
解 9p 对 于 代数 运算 < 和。 来 说 不 是 由 A 到 A 的 一 个 同 态 映射 . 
事实 上 ,车 某 两 个 整数 a,bE A, 当 a>0,b5<0, 且 a*b>0, 由 定 
义 g(a)=1,9(5)= 一 1,9(a 必 6)=1 显然 g(ab) 关 9g(a)* 9g(b). 
例 3.5 设 RR 与 R 的 代数 运算 + 和 分别 是 R 和 R 中 的 向 量 
加 法 .9 是 R 到 R 的 一 个 映射 :对 于 任意 a= (zx,y,z),p(a)= (x， 
y). 验 证 g 是 对 + 和 二 来 说 由 R 到 R? 的 一 个 同 态 映射 . 
解 ”对 于 任意 c= (zxi,yi,z1),B= (zx,y2 ,22)ER, 
at+B=(zi+ zs yt yzit+ 2 ER. 
因为 9p(a)= (zxi,y1), 
p(B)= (zr, ,2), 
pl(at+B)= (xt zx, y+ y2) 


pl(a)= 


= (zx1, y1) F(x, y2) 
= 9(a)F p(B). 
所 以 p 对 于 + 和 干 来 说 是 由 R’ 到 及 的 一 个 同 态 映 射 . 
2. 满 同 态 映 射 
定义 3.7 如 果 g 是 由 A 到 A 的 满 映射 , 且 对 于 。 和 。 来 说 又 是 由 
A 到 A 的 同 态 映 射 , 则 称 yp 是 一 个 同 态 满 射 .并 说 对 于 。 和 。,A 与 A 
同 态 , 记 A~A. 
下 面 介绍 同 态 满 射 的 性 质 . 
性 质 1 设 对 于 。 和 。 来 说 ,4 与 A 同 态 .那么 
(1) 如 果 。* 适 合 结合 律 , 则 * 也 适合 结合 律 ; 
(2) 如 果 。 适 合 交 换 律 , 则 -也 适合 交换 律 . 
证 明 因为 A 与 4 同 态 , 故 存在 满 射 p ,使 得 
pl(a°b)= gla) yg(b). 
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(1) 对 于 任意 4a,b,c Eh. 由 于 9 是 满 射 ,所 以 在 A 中 必 存 在 有 
a ,b,c ,使 得 
9p(a)=a,9(b)=b,9(c)=e. 
由 于 (aspb)sc,as(pbsc)EA,A 一 和 A, 所 以 
9p[(a*p)。c]=p(a*b)sgp(c) 
=[p(a)*p(b)]*gp(c)=(as0)oc. 
pla(b°c)]= (a) gp(b° ce) 
= 9p(a)[ op(b) gp(e)]=ae(be ec). 
因为 适合 结合 律 , 即 (a.e55)*c=ae(b°c), 所 以 它们 在 p 下 的 像 惟一 ， 
即 


故 。 也 适合 结合 律 . 

(2) 对 于 任意 ca ,5pEA, 由 于 p 是 满 射 ,所 以 在 A 中 必 存 在 有 a， 
b ,使 得 p(a)=a,gp(b)=5. 

由 于 a*b,b*a€EA,A 一 A, 所 以 

pl(a°b)= 9(a) p(b)=ab, 
gp(b°a)= 9(b) 9p(a)=b°a. 

如 果 。 适 合 交换 律 , 即 a*5 = 6。a, 则 它们 在 映射 p 之 下 的 像 惟一 , 即 
a°b=0°a. 

故 。 也 适合 交换 律 .“ 

性 质 2 设 @ ,由 是 A 的 两 个 代数 运算 ,又 © ,四 是 A 的 两 个 代数 
运算 ,并 下 op 是 A 到 A 的 满 射 ,使 得 A 与 4 对 于 代数 运算 器 和 日 同 
态 ,对 于 代数 运算 四 和 四 也 同 态 ,那么 

(1) 如 果 @ ,四 适合 左 分 配 律 , 则 加 ,加 也 适合 左 分 配 律 ; 

(2) 如 果 @ ,四 适合 右 分 配 律 , 则 巴 ,外 也 适合 右 分 配 律 . 

证 明 我 们 仅 给 出 (1) 的 证 明 . 

对 于 任意 a ,pg,cEA, 因 为 9 是 A 到 A 的 满 射 ,所 以 必 存 在 < ,2， 
cEA, 使 得 

p(a)=ayp(8)=0,p(c)=c， 
由 于 <a@O(8 和 四 c) ,(a@p) 四 (ae@Oc)EA, 又 因为 p 对 于 口 , 口 同 态 ,对 
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于 四 ,四 也 同 态 ,所 以 
plaO(bBe) l= op(a)O yp(bDe) 
= 9p(a)OLlyp(b)Dop(e)) 
=aO(LDe); 
pg[(aO Dae)]= og(aO bBoyp(aOe) 
=[yg(a)@ op(6) Dog(a)O ye)] 
= (aO2 DLO). 
因为 © , 申 适合 左 分 配 律 , 即 a (bc)= (ep 四 (GOc) ,所 以 
它们 在 映射 7 之 下 的 像 惟 一 . 即 
2@(5 四 c)=(a@p) 四 (zaOc)， 
故 © ,中 也 适合 左 分 配 律 . 


8.3.4 同 构 


定义 3.8 设 yp 是 A 到 A 的 一 个 一 一 映射 ,如果 p 对 于 。 与 来 说 
是 由 A 到 A 的 同 态 映射 . 则 称 p 是 由 A 到 A 的 对 于 ,与 的 同 构 映 射 ， 
并 且 称 A 与 4 同 构 , 记 为 4A 兰 A. 

如 果 A 衬 A ,由 定义 知 ,集合 A 与 A 之 间 元 素 一 一 对 应 且 代 数 运 
算 。 与 * 也 保持 对 应 关系 . 即 对 于 任意 ae,pEA, 存 在 a,pEA, 使 得 
pla)=a,g9(b)=b,B 9(ab)= g(a)° op(b). 

例 3.6 设 A=11,2,31},A=14,5,6},* 与 :是 A 与 A 的 代数 运 
算 , 且 由 下 列 运算 表 给 出 : 


1 2 3 “14 5 6 
113 3 3 416 6 6 
213 3 3 516 6 6 
313 3 3 616 6.6 


证 明 ;:A 实 A. 
证 明 设 9g 是 由 A 到 A 的 一 个 映射 : 
9p(1)=4,9(2)=5,¢9(3)=6. 
显然 gp 是 A 到 A 的 一 一 映射, 并且 对 于 .与 ,来 说 A 与 A 同 态 , 即 
9p(a°b)= 9(3) 
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=6= g(a)° p(b), 
所 以 A 与 A 同 构 , 即 A 宇 A. 
容易 知道 :假如 yp 是 A 到 A 的 同 构 映 射 ,那么 pg ' 是 A 到 A 的 同 
构 上 映射 . 即 如 果 A 实 A , 则 A 宇 A. 
如 果 对 于 代数 运算 .与 .来 说 ,A 与 A 同 构 ,那么 ,对 于 代数 运算 。 
与 .来 说 ,A 与 A 实质 上 没有 什么 区 别 . 在 A 中 车 有 一 个 只 与 代数 运 
算 * 有 关 的 性 质 ,那么 在 A 中 必 有 一 个 只 与 代数 运算 。 有 关 的 完全 类 似 
的 性 质 . 
定义 3.9 如果 g 是 A 的 对 于 代数 运算 .的 一 个 同 构 映 射 , 则 称 p 
是 对 于 代数 运算 .来 说 的 A 的 一 个 自 同 构 . 
例 3.7 设 A=11,2,3),A 的 一 个 代数 运算 * 由 下 列 运算 表 给 出 : 
1 2 3 
3 3 3 
3 3 3 
3 3 3 
规定 p:p(1)=2,9(2)=1,9(3)=3. 验 证 p 对 于 代数 运算 :是 A 的 
一 个 自 同 构 映射 . 
解 显然 9 是 A 的 一 一 映射 ,下 面 证 明 p 对 代数 运算 .来 说 是 A 
的 同 态 上 映射. 
对 于 任意 a ,5E A, 须 验证 g(ae5)= pl(a)。g(5). 因 为 A 中 有 
三 个 元 素 ,所 以 共 需 验证 6 个 等 式 . 
从 运算 表 观 察 代 数 运 算 。 适 合 交 换 律 ,因此 只 需 验证 其 中 3 个 等 式 
部 可 .因为 
9p(1°2)= 9(3)=3=2°1= 9p(1)° 9(2); 
9(1°3)= 9g(3)=3=2°3= 9p(1)° 9(3); 
9(2°3)= pg(3)=3=1°3= g(2)° 9(3). 
所 以 g 对 于 代数 运算 .是 A 的 自 同 构 映 射 
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8.4 ”等 价 关系 与 集合 的 分 类 


由 前 可 知 ,要 想 了 解 一 个 集合 A 及 其 代数 运算 .的 性 质 ,只 需 找 一 
个 已 知 的 具有 代数 运算 。 的 集合 A , 且 定 义 一 个 由 A 到 A 的 对 于 与 
的 同 构 映射 , 即 A 兰 A , 则 A 及 其 代数 运算 "的 性 质 就 完全 清楚 了 . 当 
然 还 可 以 从 另 一 方面 讨论 A. 这 就 是 将 A 分 成 若干 个 子 集 , 然 后 讨论 
每 个 子 集 的 情况 . 这 就 是 集合 的 分 类 问题 .要 讨论 清楚 集合 的 分 类 , 首 
先 还 需 介绍 一 个 与 分 类 有 着 密切 关系 的 概念 一 一 等 价 关 系 . 


8.4.1 集合 A 中 元 素 间 的 关系 


定义 4.1 设 和 集合 D= 1 对, 错 | ,一 个 由 A xA 到 DD 的 映射 R 称 
为 A 中 元 素 间 的 关系 
R:Ax A—D. 
对 于 任意 a,bE 有 A， 
车 R(a,5)= 对 , 则 称 a 与 0 符合 关系 R, 记 aRb; 
车 Ra,5)= 错 , 则 称 a 与 5 不 符合 关系 尺 . 
例 4.1 设 集合 A= | 全 体 实数 |,D= {对 , 错 |. 
规定 R:A x A->D 为 : 
对 于 任意 4a,6E€Eh， 
R(a,b)= 对 , 即 a>b; 
R(a,5b)= 错 , 即 a 六 。. 
显然 以 上 定义 的 R 是 集合 A 中 元 素 间 的 一 个 关系 . 
例 4.2 设 集 合 A = | 全 体 非 零 整 数 |,D= | 对 , 错 }. 
规定 R:A x A 一 DD 为 : 
对 于 任意 c ,poEA， 
R(a,5b)= 对 , 即 alb; 
R(a,b)= 错 , 邑 atb. 
显然 以 上 定义 的 R 是 集合 A 中 元 素 间 的 一 个 关系 . 
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8.4.2 、 等 价 关系 


定义 4.2 设 ~ 表 示 A 中 元 素 间 的 一 个 关系 , 且 满 足 : 

(1) 反 身 性 :对 于 任意 aE A,a~a; 

(2) 对 称 性 :如 果 a 一 5, 则 5 一 ai 

(3) 传 递 性 :如 果 a 一 ,8 一 c, 则 a 一 c. 
则 称 关 系 一 为 一 个 等 价 关 系 . 

等 价 关 系 是 一 个 特殊 关系 ,所 以 使 用 特殊 符号 ~ .一 般 地 ,集合 A 
中 元 素 间 的 关系 记 为 R. 如 果 a 一 5, 称 a 与 b 等 价 . 

以 上 例 4.1 与 例 4.2 中 的 关系 不 是 等 价 关系 . 


8.4.3 集合 A 的 分 类 


定义 4.3 ”如果 把 一 个 集合 A 分 成 若干 个 称 为 类 的 子 集合 H; (i 
=1,2,…t) ,使 得 A 中 的 每 一 个 元 素 属 于 且 只 属于 一 个 类 ,那么 这 些 
类 瑟 , 的 全 体 了 = 1H, ,日 , ,… ,已 | 称 为 集合 A 的 一 个 分 类 . 

例 4.3 设 A= | 全 体 整 数 | ,如 果 记 : 


Ho={b|VobEA,3lb -01={-…, -6,—3,0,3,6,..…|; 
Hi=|b|VbEA,3b -1}= 1 ,—5,—2,1,4,7,.…|; 
H,={b[lVbEA,3l6 -21=1…, -4,—1,2,5,8,.…!. 


则 由 定义 知 := 1H。, ,了 ,日 ; | 是 集合 A 的 一 个 分 类 . 

显然 一 个 集合 A 可 以 有 不 同 的 分 类 .将 A 进行 分 类 的 目的 是 讨 
论 其 中 每 一 个 子 集 昌 , 的 性 质 , A 的 每 一 个 子 集 瓦 中 元 素 具 备 的 共性 
是 考虑 A 的 分 类 的 依据 . 


8.4.4 集合 A 的 分 类 与 等 价 关系 之 间 的 联系 


定理 4.1 集合 4 的 一 个 分 类 决定 A 的 元 素 间 一 个 等 价 关 系 一 . 
证 明 设 王 =| 古 ,也 ,所 ,} 是 集合 A 的 一 个 分 类 . 
规定 R:AxA>D= |! 对 , 错 |， 

其 中 “对 ”表示 两 个 元 素 在 同一 类 中 ;“ 错 "表示 两 个 元 素 不 在 同一 类 中 . 


第 8 章 ”抽象 代数 的 基本 概念 ”157 


于 是 对 于 任意 a,bE 有 A， 
R(a,5b)= 对， 

或 R(a,b)= 错 . 
因为 对 于 任意 a,5E A ,由 A 的 分 类 定义 知 :a ,5b 在 同一 类 中 ,或 不 在 
同一 类 中 .所 以 R 是 A 中 元 素 闻 一 个 关系 . 

下 面 进一步 验证 这 个 关系 是 一 个 等 价 关 系 : 

(1) 反 身 性 :显然 对 于 任意 a€ A ,a 与 a 同 在 一 类 中 ,R(a,a)= 
对 , 即 a~a. 

(2) 对 称 性 :如 果 R(a,5)= 对 ,a 与 5 同 在 一 类 中 , 则 “与 a 同 在 
一 类 中 ,Ra)= 对 . 即 如 果 a 一 5 则 2 一 a. 1 

(3) 传 递 性 :如果 R(a,5)= 对 ,R(5,c)= 对 ,a 与 5 在 同一 类 中 ， 
6b 与 c 在 同一 类 中 , 则 a 与 c 在 同一 类 中 ,R(a,c)= 对 . 即 如 果 ca 一 2， 
6 一 c, 则 aa 一 c. 

所 以 这 个 关系 是 一 个 等 价 关 系 ~ . 即 A 的 一 个 分 类 可 以 决定 A 中 
元 素 闻 一 个 等 价 关 系 一 . 

证 毕 . 

定理 4.2 集合 A 中 元 素 间 一 个 等 价 关 系 一 决定 了 A 的 一 个 分 
类 三. 

证 明 设 一 是 4 的 元 素 间 一 个 等 价 关 系 . 我 们 可 以 利用 "一 "将 A 
分 类 : 设 a 是 A 中 某 一 个 固定 元 素 ,于 是 得 到 集合 [aj= {1b1b~a,b€ 
Al. 

如 此 就 得 到 A 的 若干 个 子 集合 ,而 这 些 子 集 的 全 体 就 是 集合 A 
的 一 个 分 类 3= [aj,…,[*]}. 

我 们 分 三 步 来 证 明 这 个 事实 . 

(1 如 果 5 一 az, 则 [6]=ta]. 

对 于 任意 cEL25], 由 集合 [8] 的 定义 知 < 一 ,因为 一 a, 由 等 价 
关系 的 传递 性 得 到 c~a ,于 是 cE[a], 故 [6]S[c]. 

对 于 任意 cE[a], 由 集合 [a] 的 定义 知 < 一 ,又 因为 一 a ,由 等 
价 关系 的 对 称 性 及 传递 性 知 c~5, 于 是 cE [5]. 故 [a] 雪 [2 

所 以 必 有 [5]=[a]. 
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(2) 证 A 中 每 一 个 元 素 只 属于 一 个 类 . 

反 证 法 :假设 A 中 存在 某 一 个 固定 元 素 a, 它 属于 两 个 类 [bj] 与 
Lel. 

因为 aE€[651, 由 集合 [5j] 定 义 知 < 一 0. 再 由 等 价 关 系 对 称 性 得 6 
又 因为 aE[c]. 由 集合 !Lc] 定 义 知 ae 一 c. 由 等 价 关 系 的 传递 性 得 
到 一 c. 

再 由 已 证 出 的 (1) 可 知 [0]= [cj. 

故 A 中 每 一 个 元 素 只 会 属于 某 一 个 类 . 

(3) 证 A 中 每 一 个 元 素 必定 属于 某 一 个 类 . 

对 于 任意 a€ 有 A, 因为 a~a, 所 以 aE€laj. 

由 以 上 证 明 可 知 ,A 的 这 个 等 价 关 系 一 可 以 决定 A 的 一 个 分 类 


证 毕 . 
例 4.4 前 面 例 4.3 中 三 = {1 昌 , ,Hi ,HH,| 是 集合 A 的 一 个 分 类 . 
因为 


Ho=|…,—6,—3,0,3,6,…|=|3g,l1g€EA|); 
Hi={…,—5,-2,1,4,7,…|=|3g+1,lg€E A}; 
H,={…,—4,-1,2,5,8,…|= {3g+2|lg€E A}. 


所 以 对 于 任意 a,6€ A ,a,bE 同 一 个 类 HH,3la-5b, 即 a~b, 显 然 
“一 "是 A 中 元 素 间 的 一 个 等 价 关系 . 

例 4.5 设 集合 A = {全体 整数 | .如 果 规 定 A 中 元 素 间 一 个 等 价 
关系 一 为 :对 于 任意 4a ,bE A,a~b 当 且 仅 当 41““. 于 是 得 到 A 的 一 
个 分 类 5= | Ho ,Hi,H, ,Hs| ,其 中 


[0]= Ho=14glg€E Al=1., -8, -4,0,4,8,.|; 
[1]= H, = {4g+1lg€A}= {7 7, —3,1,5,9,.…|; 
[2]=H,=149+2|g€E Al=), -6, -2,2,6,10,°|; 


[3]=H;=i4g+3|lg€E A}=1…,—5,-1,3,7,11,.…}. 
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8.4.5 几 个 常用 的 名 词 


定义 4.4 设 是 集合 A 的 一 个 分 类 , 则 每 一 个 类 中 任意 一 个 元 
素 可 称 为 该 类 的 一 个 代表 .刚好 由 每 一 类 的 一 个 代表 组 成 的 集合 称 为 
一 个 全 体 代 表 团 . 

例 4.6 设 = {日 ,,H,,HH,H;l 是 A = {全 体 整 数 | 的 一 个 分 
类 ,如 例 4.5. 于 是 0,4,… 是 H。 的 一 个 代表 ;1,5,… 是 有 Hi 的 一 个 代 
表 ;2,6,… 是 日 , 的 一 个 代表 ;3,7,… 是 五 , 的 一 个 代表 . 所 以 10,1,2， 
3} 或 者 14,5,6,71 为 一 个 全 体 代 表 团 . 

例 4.7 设 集合 A= | 全 体 整数 |. 取 定 一 个 固定 整数 x >0. 我 们 
规定 R: 对 于 任意 a,5E€ A,aRb 当 且 仅 当 n1 “. 显 然 这 是 一 个 等 价 
关系 一 .由 这 个 等 价 关 系 一 可 以 决定 A 的 一 个 分 类 = {H,,H,, 日， 
-… 态 ,.11 .其 中 .. 


[0]=Ho={nglg€E Al=1…, -2n,—n,0,n,2n,.|; 

[1]=Hi= {ng+1ilg€E A}={…,~—2n+1,—- n+1,1,n+1,2n+ 
1 

[2]=H,=ing+2lg€EA}=1…,-2n+2,—- n+2,2,n+2,2n+ 
2 | 

[rn-1]=H,_ /=ing+n~-llg€EA}={:…,—-n-1,~1,n-1,2n 
-1,3n—1,.…}. 


定义 4.5 如 果 a 一 2 当 且 仅 当 n1*“, 则 称 等 价 关系 一 为 模 n 的 
同 余 关系 . 记 为 a 三 b(n ). 由 这 个 等 价 关系 一 决定 A 的 一 个 分 类 ,这 
样 得 来 的 类 称 做 模 n 的 剩余 类 . 


习题 8 


1. 设 ACB, 求 A 门 B,AUB. 
2. 设 Vi= {A=(a;),xa las ER,i,j=1,2,.…,n,A4'=A|, 
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Vi={A=(a,),x, la ER,i,j=1,2,.…,n,4’=0}, 

求 Vf V,. 

3. 设 Vi= {4=(a,),x,|n 为 奇数 且 |4| 关 01|， 
Vi={A=(a,) las ER,i,j=1,2,.…,n,A' =~Aj|, 

求 VN V,. 

4. 证 明 :A=B 一 SAUB=ANB. 

5. 定 义 4A-B=ia,lcE4 但 cEBI 

证 明 :(1)A-B=A-(4mnB)， 
(2)A-(A-B)=ANB. 

6. 设 A=11,2,3,…,100), 试 找 一 个 AxA 到 A 的 映射 . 

7. 设 R… "= 全体” 阶 实 方 阵 1,V = 10,1,2,…,n1}, 定 义 一 个 由 

R"”" 到 VV 的 映射 . 
8. 设 集合 A=11, 一 1|,* 是 A 的 一 个 代数 运算 旦 由 下 列 运算 表 给 


2 1 一 上 
1 1 -1 
-1 -1 1 


验证 A 的 这 个 代数 运算 -是 否 适合 交换 律 及 结合 律 ? 
9. 设 集合 A =11,1, -1,- 让 ,用 下 面 运算 表 给 A 定义 一 个 代数 
算 : 


mi 


| 1 i 一 1 -i 

1 1 i-1-i 

i i 一 -i 1 

-1|-1-i: 1 1 

1 i 一 1 一: 1 

验证 A 的 这 个 代数 运算 适合 结合 律 . 

10. 设 集合 A = | 立正 ,向 左 转 ,向 后 转 ,向 右 转 ) ,A 的 一 个 代数 运 

算 申 如 下 表示 : 
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© | 立正 ”向 左 转 


向 后 转 


和 启 右 转 


立正 立正 ”向 左 转 
向 左 转 | 向 左 转 向 后 转 
向 后 转 | 向 后 转向 右 转 
向 右 转 | 向 右 转 ”立正 
验证 这 个 运算 由 是 否 适 合 结合 律 ? 


向 后 转 
向 右 转 
立正 
向 左 转 


向 右 转 
立正 
向 左 转 
向 后 转 
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11. 设 A=1{ 所 有 正 实 数 | ,A = {全 体 实数 | . 找 一 个 由 A 到 A 的 一 


一 映射 


12. 设 4=| 所 有 之 0 的 实数 | ,A = zl10 委 z 委 11. 找 一 个 由 A 到 


A 的 满 射 . 


13. 设 A 和 A 对 于 代数 运算 .和 。 同 态 ;A 和 A 对 于 代数 运算 和 


“ 同 态 .证 明 A 和 A 对 于 代数 运算 。 和 “。 也 同 态 . 


14. 设 A= {a,b,c| ,代数 运算 .由 下 列 运算 表 给 出 : 


| aa 5 


a c 5c 
b C C 


Cc C Cc 


局 oS 


找 出 所 有 A 的 一 一 变换 ,对 于 上 面 代数 运算 。, 这 些 一 一 变换 是 否 都 是 


A 的 自 同 构 ? 


15. 设 集合 A = {全 体 整 数 | ,在 A 中 元 素 间 规定 关系 尺 :对 于 任意 


a,bEA,aRb 当 且 仅 当 一 | 


证 明 : 这 个 关系 是 一 个 等 价 关 系 ~ ,并 且 找 出 模 ( -5) 的 剩余 类 . 
16. 设 A = | 全 体 整数 | ,D = 1 对 , 错 |. 


规定 R:A XA->DD 为 ; 


对 于 任意 a,5E A,R(a,b)= 对 , 当 且 仅 当 a ,5 奇偶 性 相同 ; 
R(a,b)= 错 , 当 且 仅 当 a ,2 奇偶 性 不 同 ; 
(1) 证 明 R 是 A 中 元 素 间 一 个 等 价 关 系 一 ; 
(2) 试 写 出 由 这 个 等 价 关系 ~ 决 定 A 的 一 个 分 类 互 ; 


(3) 写 出 一 个 全 体 代表 团 . 
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17. 设 集合 R”" = | 全 体 ” 阶 实 方 阵 4 = (a ),x,,n 为 固定 的 正 
整数 1,D = {对 , 错 1. 
规定 尺 :R”” xR”" 一 DD 为 :对 于 任意 4,BER”"， 
R(A,B)= 对 , 当 且 仅 当 rr(A)=7r(B); 
R(A,B)= 错 , 当 且 仪 当 vr(4) 关 rr(B). 
(1) 证 明 R 是 R" “中 元 素 间 一 个 等 价 关 系 一 ; 
(2) 写 出 由 这 个 等 价 关 系 一 决定 R" "的 一 个 分 类 三; 
(3) 写 出 一 个 全 体 代表 团 . 


本 章 讨论 群 这 个 代数 系统 . 群 只 有 一 种 代数 运算 ,我 们 把 群 的 这 个 
代数 运算 称 做 为 乘法 . 


9.1 群 的 定义 及 性 质 


9.1.1 群 的 定义 


定义 1.1 设 在 非 空 集合 V 上 定义 了 一 个 称 为 乘法 的 代数 运算 ， 
若 它 满足 : 

(1) 对 于 任意 4a,b6,cE VV, 有 (ab)c=al(te); 

(2) 对 于 任意 a EV ,都 有 一 元 素 eE V ,使 得 ea = ae = a, 称 元 素 
e 为 V 的 单位 元 ; 

(3) 对 于 任意 a€V ,都 有 一 一 元素 a !EV ,使 得 a 'a=aa '=e， 
称 a “为 元 素 a 的 逆 元 . 

则 称 V 对 于 这 个 乘法 构成 一 个 群 . 记 作 |V ,| ,也 简 记 群 V. 

下 面 看 几 个 例子 . 

例 1.1 全 体 整数 集合 Z 对 数 的 加 法 运算 “+ "构成 一 个 群 . 

同样 ,全体 有 理 数 集合 Q, 全 体 实数 集合 及 ,全 体 复 数 集合 C, 对 加 
法 运算 都 能 构成 群 . 

例 1.2 全 体 非 零 的 实数 集合 R ,对 于 数 的 乘法 “x ”构成 一 
群 . 

同样 ,全 体 正 实数 集合 R' 对 于 乘法 也 构成 群 . 

例 1.3 nn 是 一 个 正 整数 ,全 体 ”次 单位 根 的 集合 V 对 于 复数 的 
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乘法 也 构成 一 个 群 . 

特别 地 , 当 n=2 时 ,VV = {1, 一 11, 当 n=3 时 ,V = 
1 二 1+v-3 -lV -3 

， 3 ， 2 

例 1.4 设 了 =1i4=(a) laER,14I 和 关 01 则 Y 对 于 矩阵 
乘法 构成 一 个 群 . 

例 1.5 设 V 是 数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 ,V 的 全 体 可 逆 线 性 变 
换 的 集合 G 对 于 变换 的 乘法 构成 一 个 群 . 

当 Y 是 欧 氏 空间 时 , Y 中 全 体 正 交 变 换 的 集合 G 对 变换 的 乘法 
也 构成 一 个 群 . 

下 面 我 们 要 说 明 儿 个 名 词 和 符号 ， 

定义 1.2 如 果 一 个 群 V 中 元 素 的 个 数 是 有 限 整数 , 则 称 V 是 一 
个 有 限 群 ,否则 称 为 无 限 群 .有 限 群 V 所 含 元 素 的 个 数 称 为 群 V 的 
阶 , 记 为 [V:1]. 

上 面 例 1.1, 例 1.2, 例 1.4, 例 1.5 的 群 都 是 无 限 群 , 例 1.3 的 群 是 
有 限 群 . 群 V= {1, 一 1 的 阶 为 2. 


个 


一 -人 
定义 1.3 设 V 对 乘法 构成 群 ,aEV, 则 称 o =aa …a(n 为 
正 整数 ) 为 元 素 a 的 ”次 乘 方 (简称 ”次 方 ). 
定义 1.4 设立 对 乘法 构成 群 ,如 果 对 任意 元 素 a,bEV, 恒 有 
ab = ba , 则 称 V 为 一 个 交换 群 . 


9.1.2 和 群 的 性 质 


性 质 1 群 V 的 单位 元 是 惟一 的 . 
证 明 假设 e 与 。 都 是 群 V 的 单位 元 . 即 对 于 任意 aEV, 有 
ea=ae=a, 
又 有 ea=ae =a. 
那么 e=ee=e’. 
即 群 V 中 只 有 -- 个 单位 元 . 
性 质 2 群 V 中 每 一 个 元 素 a 的 逆 元 是 惟一 的 . 
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证 明 假设 a 与 a 都 是 元 素 a 的 道 元 . 则 
必 有 a 'a=aa =e， 
又 有 aa=aa =e. 
那么 aa =(aaya =ea '=a !, 
aaa ‘=a(aa ')=a’e=a’. 
于 是 有 a '=4a.. 
所 以 a 的 逆 元 是 惟一 的 . 记 a 的 递 元 为 a . 
我 们 还 可 以 定义 : 
a "=e, 
a "二 (a ')"(n 为 正 整 数 )， 
于 是 对 于 aE V ,有 
a'a™ =a"", 
(a”")”=a™ (其 中 n,m 均 为 任意 的 整数 ). 
定义 1.5 设 V 对 乘法 构成 一 个 群 ,a€ V ,如 果 a”=。, 则 称 最 
小 的 正 整数 m 为 元 素 a 的 阶 . 如 果 对 于 任意 的 正 整数 rm ,a” 关 e, 则 称 
元 素 a 为 无 限 阶 的 . 


如 在 糙 了 = |1 ,二 1 二 一 3| 中 ,1 为 V 的 单位 元 .1 


的 道 元 为 1， 一 3 与 瑟瑟 为 逆 元 .上 且 1 的 阶 为 1， 


二 又 1 [一人 
1 3 1 ~ 3 的 阶 都 是 3. 
性 质 3 群 V 的 乘法 适合 消去 律 . 
如 果 ar= azr” 则 过 =z ;如 果 yw=vya 则 y= vy. 
证 明 设 az=ax .那么 


a (az)=a (ar )， 


(a ‘a)zx=(a aa)z ， 
ez 二 ez . 

即 工 二 工 

同样 ,由 ya = ya 可 得 y=y. 
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性 质 4 在 群 V 中 ,方程 ax =5,ya =b 各 有 惟一 解 . 

证 明 因为 a(a '5)=(aa ')b=eb=6b, 所 以 +=a 'b 是 方程 
ax 二 b 的 解 . 

设 x 也 是 方程 ax = 的 解 . 即 ax = 5. 于 是 有 a(a :pbp)=az ,由 
于 群 V 中 消去 律 成 立 ,因此 得 x ”=a 5. 即 方程 ax=6。 在 V 中 有 惟 
一 解 z=a 'b. 

同样 ,方程 ya = 在 V 中 有 惟一 解 y= ba 一. 

例 1.6 如 果 群 V 的 每 一 个 元 素 都 适合 方程 z = e, 其 中 e 为 群 
V 的 单位 元 , 则 群 V 必 为 交换 群 . 

证 明 ”对 于 任意 a,65EV, 有 abE€V. 因 为 V 中 每 一 个 元 素 都 适 
合 方程 x?=e, 所 以 有 

a =e; 

b=e; 

(ab)’ =e. 
于 是 (ab)(ab)=(ab)’ =e=ee=a’b’=aabb=al(ab)b. 
又 (ab)(ab)= alba)b, 
如 al(ab)b=alba)b. 

由 群 的 性 质 3 知道 , 群 V 的 乘法 消去 律 成 立 .所 以 ,得 cg = ba . 故 
群 V 是 一 个 交换 群 . 

例 1.7 证 明 在 一 个 有 限 群 V 中 阶 大 于 2 的 元 素 的 个 数 一 定 是 
偶数 . 

证 明 (1) 先 证 若 a 的 阶 是 n, 则 a “的 阶 也 是 nn. 因为 a”=e, 所 
以 (a ')"=(a") =e '=e. 

如 果 存 在 m 之 n ,使 得 (a ')”=e, 即 (a”) =e, 从 而 a”=e '， 
即 a" = e. 这 与 a 的 阶 是 ”了 矛盾 . 

故 a “的 阶 等 于 a 的 阶 . 

(2) 如 果 a 的 阶 大 于 2, 则 a 翅 a . 

假设 a=a ', 则 a’ =e, 这 与 a 的 阶 大 于 2 矛盾 . 

(3) 如 果 a 关 5, 则 a !' 关 5b. 

因为 a 与 a ' 是 成 双 出 现 , 如 果 存 在 a 关 b 而 a ' = 6 ,这 与 消去 
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总 之 由 上 面 (1),(2),(3) 可 知 在 有 限 群 V 中 阶 大 于 2 的 元 素 是 成 
双 出 现 , 即 阶 大 于 2 的 元 素 的 个 数 一 定 是 偶数 . 


9.2 群 的 同 态 


设 非 空 集合 V 对 于 乘法 。 构 成 一 个 群 ,如 果 非 空 集合 V 上 也 定义 
了 一 个 乘法 。, 且 集合 V 与 V 对 于 它们 的 乘法 。 及 。 同 态 ,那么 V 对 于 
乘法 * 是 否 也 构成 一 个 群 ? 

定理 2.1 设 V 与 V 对 于 它们 的 乘法 ,与 “是 同 态 的 .如 果 V 对 
于 乘法 。 构 成 群 , 则 V 对 于 乘法 * 也 构成 群 . 

证 明 (1) 因 为 V 与 V 对 于 它们 的 乘法 与" 同 态 , 且 V 对 于 乘法 
,构成 群 .所 以 乘法 .适合 结合 律 ,由 V 一 V 的 性 质 知 ,V 的 乘法 。 也 适 
合 结合 律 , 即 Ya,b5,cEV, 有 (a6)ec=aec(bec). 

(2) 因 为 V 对 于 乘法 .构成 群 ,对 于 任意 a€ V, 存 在 元 素 eE V， 
使 得 ee2C 一 QQ2e 一 C. 

又 因为 V 一 立 ,所 以 对 于 eEV, 必 存在 一 元 素 e EV ,使 得 e 上 -> 


下 面 证 e 是 V 的 单位 元 . 
对 于 任意 元 素 a EV , 必 存 在 aE V ,使 得 a 上 -> a .因为 
er*a=a°*e=a, 
所 以 eal->ea=e°a, 
a*e->a*e=ae°e, 
故 必 有 e*a=a*e=a. 即 e 是 V 的 单位 元 . 
(3) 对 于 任意 a EV ,存在 aE V ,使 得 a ~>4a ,因为 V 对 于 乘法 。 
构成 群 ,所 以 对 于 a EV, 存在 a 'EV ,使 得 a '*a=a*a '=e. 
由 于 V 一 六 ,对 于 a 'EV, 必 存在 a 'EV ,使 得 a 路 >a '. 
因为 a leah->a a=a oa， 


_1 TT 
CQ ”CC Ya°a QaQ°a 9 
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ee， 


所 以 a oa=aa I'=e. 
即 w “是 元 素 & 的 逆 元 . 

由 群 的 定义 知道 , 非 空 集 合 V 对 于 乘法 * 也 构成 一 个 群 . 

例 2.1 设 非 空 集合 V= {a,b,cil,V 的 一 个 代数 运算 * 由 下 面 适 
算 表 给 出 : 


a bp CC 


a 
Dec a 
cic a 2 
试用 定理 2.1 判定 V 对 于 运算 ,构成 一 个 群 . 
解 ” 因 为 全 体 整 数 集合 Z 对 于 数 的 加 法 + 构成 一 个 群 .只 需 证 明 
Z 与 V 对 于 运算 + 与 " 同 态 ,就 证 明了 V 对 于 。 也 构成 了 一 个 群 . 
设 g:Z>V 为 :对 于 任意 nEZ， 
‘a， 当 n=3g+0(n 三 0(3))， 
n jb, 当 n=3g+1(n 三 1(3)), 
(c,， 当 n=39+2(n=2(3)). 
下 面 证 明 Z-…V. 
(1) 显 然 y 是 由 Z 到 V 的 一 个 映射 . 
(2) 又 gp 是 由 己 到 的 一 个 满 映 射 
(3) 要 证 明 p 对 于 ZZ 及 V 的 运算 + 及 * 同 态 ,首先 因为 Z 对 于 加 
法 运算 + 适合 交换 律 .又 从 运算 表 看 出 V 的 运算 "也 适合 交换 律 .所 以 
只 要 证 出 w+nF> men ,那么 就 有 n+mi->n。m. 下 面 只 检验 m 
+ xn 的 情形 ,分 六 种 情形 讨论 . 
OD 当 m=3g,n=3k(q,kEZ) 时 , 则 
m+i+n=3(g+k). 
于 是 mH>a=m, 
nt—>a=n, 


m+nF>a=mtn. 
所 以 m+n=a=a*a=men. 
OY 当 m=3g,n=3k+1(g,kEZ)H, 则 
m+n=3(g+k)+1. 
于 是 ma=m, 
n>6=n, 
m+nt>b=m+n, 
所 以 mi+n=b=ab=men. 
OY m=3g,n=3k+2(g,kEZ)NH,N 
m+n=3(g+k)+2. 
于 是 ml”>a=m, 


n> c=n, 
m+nt->c=mti+n. 
所 以 m+n=c=arc=m°n. 


@ 当 m=3g+1,n=3k+1(g,k€E2Z) 时 , 则 
m+n=3(g+k)+2. 
于 是 mF b=m, 
n>b=n, 
mtn >c=m+n. 
所 以 m+n=c=b°b=me°n. 
OY m=3g+1,n=3k+2(g,kEZ)H,N 
mt+n=3(g+k+1). 
于 是 mt—> b=m, 
n> c=n, 
m+n>a=mtn. 
所 以 m+n=a=b°*c=me°n. 
© m=3g+2,n=3k+2(g,kET)H ,NN 
m+n=3(k+g+1)+1. 
于 是 mi c=m, 
n>c=n, 
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m+nt—>b=m+t+n. 
所 以 m+n=b=cc=m"n. 
总 之 ,对 任意 m,nE2Z, 恒 有 m+n=m。n. 所 以 ,Z~V 

再 由 定理 2.1 知 V 对 于 上 面 的 代数 运算 * 也 构成 一 个 群 . 

请 注意 ,假如 V 与 V 的 次 序 掉 换 一 下 ,那么 定理 2.1 不 一 定 成 
立 , 即 设 立 与 V 对 于 它们 的 代数 运算 .与 " 同 态 , 且 V 对 于 代数 运算 。 
构成 一 个 群 ,那么 Y 对 于 代数 运算 * 不 一 定 是 一 个 群 . 

人 鲍 2.2 设立 为 所 有 奇数 集合 , 它 的 一 个 代数 运算 为 数 的 乘法 
x ,V 对 于 这 个 乘法 运算 不 构成 一 个 群 .又 集合 V= le 上 , 它 的 一 个 代 
数 运算 为 ee = e. Y 对 于 这 个 乘法 .构成 一 个 群 . 

分 析 设 p:V>V 为 对 于 任意 a EV,ah~> e. 

显然 g 是 V 到 V 的 一 个 映射 ,又 是 一 个 满 射 , 且 能 满足 ax5b= 
ao。, 即 VV 与 V 对 它们 的 代数 运算 x 与 同 态 . 

推论 设 V 与 V 对 于 它们 的 乘法 .与 .是 同 构 的 , 即 V 宇 V 

(1) 当 V 对 于 乘法 "构成 群 , 则 了 对 于 乘法 * 也 构成 群 . 

(2) 当 Y 对 于 乘法 .构成 群 , 则 V 对 于 乘法 也 构成 群 . 

如 果 我 们 说 两 个 群 V 与 V 同 态 ( 同 构 ) ,一 定 是 指 对 于 群 V 与 V 
的 一 对 乘法 :与 * 同 态 ( 同 构 ). 

由 定理 2.1 的 证 明 可 以 直接 得 到 . 

定理 2.2 设 两 个 群 V 与 V 同 态 , 则 在 V 到 V 的 同 态 满 射 之 下 ， 
V 的 单位 元 e 的 像 必 是 立 的 单位 元 e . V 中 元 素 a 的 逆 元 c ' 的 像 必 是 
元 素 a 的 像 的 道 元 . 

推论 ” 设 两 个 群 Y 与 V 同 构 , 则 在 V 到 V 的 同 构 映 射 之 下 ,两 
个 单位 元 互相 对 应 .互相 对 应 的 元 素 的 逆 元 也 互相 对 应 . 


9.3 ” 几 种 特殊 群 


在 上 一 节 里 我 们 认识 的 群 V 中 元 素 大 都 是 数 , 且 V 的 代数 运算 
一 般 为 我 们 熟知 的 普通 数 的 乘法 或 加 法 .又 知 这 些 群 大 都 是 交换 群 .在 
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这 一 节 里 再 介绍 几 个 比较 具体 的 非 交 换 群 G. 这 些 群 G 中 的 元 素 不 是 
数 , 且 G 的 代数 运算 也 不 是 通常 的 数 的 运算 . 


9.3.1 变换 群 


已 知 集合 A , 则 称 集 合 S = | 集合 A 的 全 体 变 换 o| 为 A 的 变换 
集 , 且 称 集合 G= {集合 A 的 全 体 一 一 变换 cj 为 A 的 一 一 变换 集 . 显 
然 GCS. 
定义 3.1 设 S 是 集合 A 的 一 个 变换 集 .如 果 r,cES, 其 中 
ri:at->a'€EA, 
co:at-—>a’€A, 
则 称 变换 ro :a 厂 >(a")"E€ A 为 变换 rc 与 c 的 乘积 .显然 变换 的 乘法 适 
人 狂人 和 


日 口 


例 3.1 设 集合 A= {1,21, 求 A 的 变换 集 S 及 A 的 一 一 变换 集 
G. 


解 ”因为 ri:1H>1,2hF>1; 
tw :lH 2,2H— 2, 
wlH>1,2—2; 
tu:lH—>2,2—> 1; 
是 A 的 所 有 变换 ,所 以 A 的 变换 集 S= ri ,ri,7T3,T4|,A 的 一 一 变 
换 集 G = {f rs ,rl. 

例 3.2 由 群 的 定义 检验 例 3.1 中 A 的 变换 集合 S 对 变换 的 乘法 
是 否 构 成 一 个 群 ? 

解 由 z 的 定义 :1F>1,2HF>1 知 ,对 任意 rES, 有 rrl:1F 一 ~ 
1,2F~1. 即 rr 天 ri( 恒 等 变换 ). 故 r; 没有 逆 元 .于 是 S 对 变换 乘法 
不 构成 一 个 群 . 

下 面 给 出 变换 集 对 变换 乘法 构成 群 的 必要 条 件 . 

定理 3.1 设 G 是 集合 A 的 若干 个 变换 的 集合 , 且 恒 等 变换 e € 
G .如果 G 对 变换 乘法 构成 群 , 则 G 中 的 元 素 r 必 是 A 的 一 一 变换 . 

证 明 设 t 是 G 中 任意 元 .因为 G 为 群 ,所 以 有 道 元 r EG, 使 
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得 
rr=trr =e. 
下 面 证 * 是 A 的 一 一 变换 . 
(1) 先 证 * 是 A 的 一 个 满 映射 . 
因为 + 是 A 的 一 个 映射 ,对 于 任意 元 a€E A ,有 
tia Far )'=a =a =a, 
故 + 是 A 的 一 个 满 映射 . 
(2) 再 证 rz 是 A 的 一 个 单 映 射 . 
因为 r:A 一 A. 所 以 Va,bEA, 有 
ao EAI; 
bH> 6 EA. 
又 tr ':A—A, 
arF>(aD =a; 
b>(b')" =6. 
假若 a =6' ,由 rz 是 A 的 映射 得 到 a = 8. 
所 以 由 a 关 5 则 得 到 a' 关 5' ,既是 A 的 一 个 单 映 射 . 
因此 ,zr 是 A 的 一 一 变换 . 
证 毕 . 
定义 3.2 设 集合 G = | 集合 A 的 若干 个 一 一 变换 | ,如 果 G 对 变 
换 乘 法 构成 群 , 则 称 群 G 为 A 的 一 个 变换 群 . 
集合 A 一 定 有 变换 群 吗 ? 回答 是 肯定 的 . 
定理 3.2 集合 A 的 所 有 一 一 变换 集合 G 对 变换 乘法 必 构成 群 . 
证 了 明 设 G= | 集合 A 的 所 有 一 一 变换 ri = |e ,ri ,rs,…|. 
(1) 设 任意 zc ,rEG, 由 于 zi ,rs 是 A 的 一 一 变换 ,那么 zt, 7 也 
是 A 的 一 一 变换 , 且 变 换 的 乘法 满足 结合 律 , 故 一 一 变换 的 乘法 也 满 
足 结 合 律 . 
(2) 恒 等 变换 s 为 G 的 单位 元 , 即 对 任意 rE€ G,er= ze=r. 
(3) 对 于 任意 rE G, 因 为 + 是 A 的 一 一 变换 ,所 以 有 道 变 换 r “， 
县 + ' 也 是 A 的 一 一 变换 ,于 是 r 《 G ,使 得 
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rr=rr =e， 
即 r* “是 z 的 逆 元 . 
由 群 的 定义 知 ,G 对 变换 乘法 构成 群 . 
证 毕 . 
例 3.3 设 集 合 A = 1a,b,ci .如 果 定 义 
rT:al——> 4a, wi:al——>b, 
b> 2b, bh a, 
ch> ce. c | 上 
732Qm > a, r4:Q > 
bi c, bi b, 
ch> 5b. ch>a. 
ts:at—> 6e, re:d 上 ~， 
b>a, bh 1, 
ch c ha. 


则 得 集合 G = {r,t ,rayriyrsyrolS= rr. 

(1) 证 明 G 对 变换 乘法 构成 一 个 群 ,并 讨论 它 是 否 为 交换 群 ? 

(2) 检 验 S 对 变换 乘法 是 否 构成 一 个 群 ? 

证 明 (1) 因 为 G 是 集合 A 的 所 有 一 一 变换 集合 ,由 定理 3.2 知 ， 
G 对 于 变换 乘法 构成 一 个 群 .下 面 我 们 将 G 中 变换 乘法 * 的 运算 表 列 
出 


显然 任意 r ,zr 不 满足 rn = mr , 即 变 换 群 G 不 是 交换 群 . 
(2) 因 为 S= frr 由 变换 乘法 的 定义 知道 $ 中 元 素 必 满足 结 
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合 律 .并 且 z 为 单位 元 , ri 的 道 元 为 rv,r; 的 道 元 为 zr, , 故 S 对 变换 
乘法 也 构成 一 个 群 . 且 这 个 变换 群 是 一 个 交换 群 . 
上 例 告诉 我 们 :外 一 个 集合 A 必 有 最 大 的 变换 群 G = | 集合 A 的 
所 有 的 一 一 变换 } ,一 个 集合 A 还 可 能 有 和 较 小 的 变换 群 ; 
@ 变 换 群 G 一 般 不 是 交换 群 . 
下 面 给 出 一 个 重要 结论 . 
定理 3.3 任何 一 个 群 G 都 与 一 个 变换 群 同 构 . 
证 明 设 G 对 于 乘法 梅 成 群 .G= |a,b5,c,…,xz,…|, 则 得 到 群 
G 的 一 个 变换 集合 
G=iroyryr ro. 
其 中 x 为 G 中 某 一 个 固定 元 素 ; r.:G 一 G 的 定义 是 :对 于 任意 元 素 g 
EG, | 
gh> gr=g™. 
在 变换 集合 G 中 定义 变换 乘法 : 
即 如 果 z,:G~>G， 
ri:gh > gr= gr, 
:gh gy= 8™, 
ray:gh > g(xy)= g'”. 
因为 ” gw=g(zxy)= (gr)y=(g*)y=(g*)» = g*", 
所 以 rs 一 Tary. 
下 面 要 证 这 个 变换 集合 G 对 所 定义 的 变换 习 法 构成 群 , 且 证 明 两 
个 群 G 与 G 对 于 它们 的 乘法 运算 同 构 . 
因为 G 对 干 乘法 构成 群 , 故 由 定理 2.1 的 推论 知道 , 若 能 证 G 与 
G 对 于 它们 的 乘法 同 构 , 则 G 对 它 的 乘法 也 是 一 个 群 . 
为 此 定义 pg:G 一 G 为 :对 于 任意 元 素 zcE G ,zh re. 
(1) 由 集合 G 的 结构 及 映射 定义 知道 9g 是 G 到 G 的 一 个 映射 . 
(2) 显 然 g 是 G 到 G 的 一 个 满 映 射 . 
(3) 因 为 9p:G>G, 
zh Try 


yh 7,. 

其 中 tz,:gh> gr=g”， 

tgh™> gy= g». 
如 果 zx 关 y 则 z, 关 zt, 即 gx 六 gy. 

假若 gz = gy ,在 群 G 中 消去 律 成 立 , 必 有 z = y. 这 与 工 关 > 巴 
盾 . 即 9 是 G 到 G 的 一 个 单 映射 . 

(4) 论 证 p 是 G 与 G 对 于 它们 的 乘法 同 态 . 

因为 在 p:G 一 G 下 ， 


工人 > Tv， 

yt Try， 

2Zy 上 > To = tT; 
即 p(zy)= 9(x) p(y), 
所 以 GG. 


于 是 由 定理 2.1 的 推论 知 G 对 于 它 的 变换 乘法 也 构成 群 . 且 变 换 
群 G 的 单位 元 为 rz ,其 中 。e 为 群 G 的 单位 元 . 即 任何 一 个 群 G 都 与 一 
个 变换 群 G 同 构 . 

证 毕 . 

9.3.2 置换 群 


定义 3.3 设 A 是 一 个 有 限 集合 ,r 是 A 的 一 个 一 一 变换 , 则 称 r 
是 A 的 一 个 置换 。 

定义 3.4 有 限 集合 A 的 若干 个 置换 集合 G 对 置换 的 乘法 构成 
的 群 称 为 A 的 一 个 置换 群 ， 

设 集 合 A=fae,b,c} ,由 例 3.3 知 ， 

G= {r,t TT Ts Tl, S= {r,t,! 

都 是 A 的 置换 群 , 昌 G 是 A 的 最 大 置换 群 . G 中 元 素 为 3!1 个 . 即 G 
的 阶 为 31 ,简称 G 为 3 次 对 称 群 . 

定义 3.5 一 个 包含 ”个 元 素 的 集合 4 的 全 体 置 换 集 合作 成 的 群 
称 为 n 次 对 称 群 , 记 为 S,. 且 S, 的 阶 为 n1. 
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由 于 任何 一 个 群 G 都 与 -- 个 变换 群 同 构 ,于 是 得 到 以 下 定理 . 
定理 3.4 任何 一 个 有 限 群 G 都 与 一 个 置换 群 同 构 . 
置换 群 有 一 个 特点 ,就 是 它 的 元 素 ( 每 一 个 置换 ) 可 以 用 一 种 很 具 
体 的 符号 表示 ,这 种 符号 一 般 有 两 种 . 先 介绍 第 一 种 置换 符号 . 
设 集 合 4A=iala，…ajr 是 A 的 一 个 置换 . 即 
ai 上 > ae (i=1,2,n). 
因为 al 上 > au ， 


Ca > a, 
av > ar ， 
Ci CQ2 a, 
所 以 | 十 了 
a a 
于 是 记 为 c=- 7 
1 TT kl k 
当然 也 可 以 写成 -| 7 ) 
的 Tp, k, kk 
3 4 n 1 2 
或 = ks kk ;] 


一 般 情况 下 ,n 个 元 素 的 集合 A 的 每 一 个 置换 + 都 有 n! 个 不 同 
的 表示 形式 .自然 其 中 最 常用 的 形式 为 


1 2 3 % 
人 ks ky ~ 路 
例 3.4 设 集合 A= 11,2,3|,A 的 最 大 置换 群 S, = | ri,ra,r3， 
rt4,Ts ,To1 .试用 置换 的 符号 表示 S, 中 的 每 一 个 元 素 . 


1 2 3 1 2 3 1 2 3 
和 其中 =| 2 3) =| 1 jj = 3 ,) 


2 和 2 3 引 

Th 75 一 776 一 

3 2 1 3 1 2 2 3 1 
1 2 3\/1 2 3 

因为 cm = | 1 ,jl 3 ,| 
-人 2 ?人 1 3 -人 2 ?|- 
213312) aa12) 5 
1 人 

T3T2 一 
1 3 2/\2 1 3 
2 3 


-( ?人 ! 2)-(! 2 ?|- 
1 3 2/\2 3 1) \2 3 1 和 


所 以 tst3 关 rt; Tz, 即 3 次 对 称 群 S, 不 是 交换 群 . 

此 例 告诉 我 们 ,由 于 置换 的 符号 简单 明确 ,所 以 两 个 置换 的 乘法 运 
算 也 非常 简便 

下 面 介 绍 置 换 的 第 二 种 符号 . 

(1) 特 殊 置 换 的 乘法 公式 . 

先 看 例子 :在 5 次 对 称 群 S; 中 ,如 果 


推广 在 ”次 对 称 群 S 中 


Ji Ja 机 Je Jr Ja J 
如 果 = 人 .(1) (DD) , . )， 
J1 J2 Je Jp Jat2 0 J 
© J2 OO Je ett ery J 
z2 二 | . . .2) .(2) .(1) 1? 
J1 J2 YY J ji 了 人 “” 了 
ji J2 机 JJ ar2 J 
则 51 | ID 0 0 GO) 0 
J1 了 2 jk JE+1l Jk+2 J 
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事实 上 ,因为 
ji ， 


(2) y 
. _ 当 9 
-00 当 ; >， 
当 
当 


5600- 
Ji ， 
中 当 i<&k， 
所 以 TT ) = ji? 091- 人 
Ji 
(2)& 一 循环 置换 . 
定义 3.6 设 有 nn 次 对 称 群 为 $S, ,rtES,. 如 果 在 rt 下 Ci 六 一 a; 
一 a qi as (其 中 & 委 7”) ,其 他 元 素 不 变 (如 果 有 的 话 )， 
则 称 r 为 一 个 & 一 循环 置换 . 且 记 作 rz= (站 让)=( 轨 1 二 
一 (2 


请 注意 :在 r 之 下 , 某 一 个 元 素 不 变 , 则 在 《一 循环 置换 符号 中 
不 出 现 该 元 素 ; 


例如 ,车 = = |? 2 3 则 =(l 2 3), 
ob ”3 4) 则 = 5); 
@ 考 r= | ， 3 。 5 由 规定 r= (1) = (2)=…=(5); 
@ 一 个 任意 置换 不 一 定 是 一 个 循环 置换 , 如 在 S。 中 
-=| 1 3 ] 就 不 是 一 个 循环 从 的 ,但 是 = | 3 2 )- 


1 2 3 4\/1 2 3 4 
G1 3 a 2 4 3)=0 2)(3 4); 


@ 对 于 任意 rE S, , 则 r 都 可 以 写成 若干 个 互相 没有 共同 数字 (不 
相连 ) 的 循环 置换 的 乘积 . 
把 置换 写成 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 是 我 们 介绍 的 置换 的 第 二 种 


例 3.5 在 3 次 对 称 群 S, 中 ,用 循环 置换 的 方法 将 S; 的 全 体 元 


解 因为 S;= ri,TyyT3 9T4,TssT61 ,其 中 


符号 . 
素 写 出 来 . 
0 2 
zi 二 
1 2 
| 2 
T2 一 
2 1 
( 2 
z3 三 
1 3 
( 2 
T4 一 
3 2 
1 2 
Ts 二 
3 1 
2 


1 
2 3 


3 

3)= 0, 

3 

3)j=0 2)=(2 1), 

3 

,)=0 3)=(3 2), 

j=0 3)=(3 1), 

3 

,j=0 3 2)=(3 2 D=(2 1 3)， 
3 


= 2 3)=(2 3 DD=(3 1 2). 


用 循环 置换 表示 置换 群 中 元 素 有 明显 的 优点 .如 在 例 3.5 中 ,可 以 


看 出 在 S; 中 共有 31 


=6 个 元 素 , 共 分 三 类 ,其 中 一 类 含 一 个 0 一 循环 


置换 ,一 类 含 3 个 2 一 循环 置换 ,一 类 含 2 个 3 一 循环 置换 .每 一 类 中 元 


素 的 性 质 相同 . 


例 3.6 用 循环 四 换 的 方法 将 S, 中 全 体 元 素 写 出 来 . 
解 因为 4 次 对 称 群 S,= 171i=1,2,…,24| ,其 中 第 一 类 置换 
( 恒 等 置换 ) :一 个 元 素 都 不 变 , 即 


1 2 3 4 
“==-( 2 3 外 
第 二 类 置换 :只 变动 其 中 二 个 元 素 , 另 二 个 元 素 不 变 ， 
2 3 -a 7 
=| 1 3 4 1 
1234 
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个 元 素 ， 


类 置换 :只 变动 其 中 


第 三 


mn 一 A 


QH AQ 


MA nn + HTMm nA 


QA + A-AQAQAQQNAnmATN 


第 四 类 置换 : 变 4 个 元 素 , 且 是 4 一 循环 置换 ， 


(1 2 3 4)， 
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1 2 3 4 
eo =a 3 2 4) 
3 421 
1 2 3 4 . 
"| 1 4 ;= 3 4 2) 
| “3 ,j= 4 2 3) 
4 3 12 
1 2 3 4 
| j= 4 3 2) 
4 1 2 3 
第 五 类 置换 : 变 4 个 元 素 , 但 不 是 循环 置换 ， 
1 2 3 4 
1 2 3 4 
co ， = 3)(2 4)， 
1 2 3 4 
| ，) =0 4) (2 3). 
9.3.3 循环 群 


为 了 引出 循环 群 的 概念 , 先 介绍 两 个 具体 的 群 及 它们 的 性 质 . 

1 .整数 加 群 

设 Z= | 所 有 整数 1,Z 对 普通 数 的 加 法 运算 构成 一 个 群 , 记 1Z， 
+ | , 称 群 1Z, + | 为 整数 加 群 . 它 的 单位 元 为 0, 又 有 数 1EZ, 且 知道 元 
素 1 的 逆 元 为 -1. 对 于 任意 m EZ, 有 : 


当 m>0,m=1+1+.…+1=1°1°…el1=1” 
吉 个 到 个 


. 
9 


当 m=0,m=1; 
当 m<0,m =(-1)+(—-1)+…+(—-1) 
1 个 


=(—D)( -1 (1)=(-1) "=1". 


imi 个 


即 对 于 任意 元 素 m EZ,m 都 是 一 个 固定 元 1 的 乘 方 . 
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2. 模 nn 的 剩余 类 加 群 
设 Z= {所 有 整数 | = 1…, 一 3, 一 2, 一 1,0,1,2,3,…|. 
~:a~bSn|l’ “(a=6(n)), 
其 中 为 一 个 固定 的 正 整 数 . 
则 得 到 集合 53= 一 \Z= 1[0],[1],[2],…,Ln-1ji, 称 为 Z 
的 模 ”剩余 类 集合 . 
在 集合 三 的 元 素 之 间 定 义 一 个 法 则 如 下 : 
+ :对 于 任意 [al,[5b5]€53,， [aj+[6]=[a+6]. 
事实 上 这 样 定义 的 + 确实 是 5 的 一 个 代数 运算 . 
现在 分 析 这 定义 与 所 选择 的 元 素 无 关 . 如果 a’€[aj],b E151, 则 
[a]=[al,[6 1=[6], 所 以 nl ,nl* ,有 即 nl* 0 % 00, 必 有 nn 
(19 才 [a +6 1=[a+t+6].B[la’l+[6 1=[a]l+[6]. 
由 以 上 定义 知 ,任意 [a1,[5]€3， 
+:fal+[b]=[la+b]E€ES 
为 集合 3 的 加 法 运算 . 
显然 ,这 个 加 法 运算 适合 结合 律 
([a]J+[6]))+[c]l=[a]+([5]+[e]). 
并 且 [0]+[a]=[aj+[0]=[a], 
[~-alt[lal=[al+[-al=[0]. 
所 以 对 加 法 + 构成 一 个 群 . 记 为 {3, +|, 且 称 它 为 模 ”剩余 类 加 
群 . 它 的 单位 元 为 [0], 又 有 元 素 [1]€ 5, 且 对 于 任意 元 素 [a]€Z,Laj 
都 是 固定 元 [1] 的 乘 方 : 
[0]=f11] ， 
[1]=[1]’, 
[2]=[1]+[1]=[1], 
ye 


[3]=[1]+[1j+[1]=[1], 
一 


[rn -1}=[1]" ". 
定义 3.7 设 群 {G,:|, 有 一 个 固定 元 素 a€ G ,如 果 对 于 任意 元 
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素 5E G ,565 都 是 a 的 乘 方 , 则 称 群 1G ,} 是 一 个 循环 群 , 且 称 群 1G | 
是 由 元 素 a 生成 的 循环 群 . 记 1G ,| 一 (a),a 为 它 的 生成 元 . 

整数 加 群 {Z, + |= (1) 是 一 个 循环 群 ,生成 元 为 1; 

模 % 剩余 类 加 群 !5,+ | = ([1]) 是 一 个 循环 群 ,生成 元 为 [1]. 

同样 可 以 验证 直列 循环 群 . 

(1) 非 空 集合 G = |1…,10-3 ,10 ,107 ,10" ,101 ,107 ,10”,…| 对 
于 普通 数 的 乘法 构成 一 个 群 .10" 为 它 的 单位 元 ,10” 的 道 元 为 10 “ 
(mEZ), 且 这 个 群 是 一 个 循环 群 , 它 的 生成 元 为 10'. 记 1G,*1= 
(10' ) . 


(2) 非 空 集 合 G= {zlz? =11= |1, 一 x 2 二 3 | 对 


re 


互 为 道 元 . 且 这 个 群 是 一 个 循环 群 , 它 的 生成 元 为 二 3 
_ 1 
Gl= (= 3). 
进一步 可 以 验证 ,上 面 的 循环 群 (10' ) 与 整数 加 群 1Z, + | = (1) 同 
构 ,循环 群 ( 一 1+ 3 ) 与 模 n(n =3) 的 剩余 类 加 群 {5，+ 1 = [1]) 
同 构 . 
定理 3.5 设 群 G = (a) 为 一 个 循环 群 , 则 
(1) 若 a 的 阶 是 无 限 的 ,那么 G 宕 1Z,+ | 
(2) 若 a 的 阶 为 一 个 有 限 正 整数 ,那么 G 宕 1 三 ,+ 上 ,其 中 三 = 
1[0], E11, 21, ,Ln 1] 
证 明 设 循环 群 G = (4). 
(1) 若 a 的 阶 是 无 限 的 , 则 对 于 任意 a*,aE€G. 当 a*=a* 时 , 必 
有 = 上 上. 
现在 比较 两 个 循环 群 : 
(2,+1=(1)=1 -3,72, -1,0,1,2,3,,h ,kl; 
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— — -3 -2 -1 0 1 2 3 h 此 
G=(a)= {a a a ya ya yd sad syd ,sa 


| 
” 规定 p:G-~Z, 对 于 任意 5€ G, 必 存在 惟一 数 &EZ, 使 得 
b=a’, 
于 是 有 6 上 > 上 &. 
显然 这 样 规定 的 gp 是 一 个 由 G 到 Z 的 满 映射 ,又 因为 a* ,a €G， 
a > h, 
a tk. 
车 a* 关 a* , 必 有 hh 关上 k. 妈 这 个 映射 p 是 单 映射 .下 面 验证 pg 是 G 与 Z 
对 于 它们 的 代数 运算 的 同 态 映 射 . 
因为 对 于 任意 4a*,a*€EG,a'a'=a"*€G. 
a Fh, 
a* > k, 
a ‘> h+k. 
即 pla'a’)= 9(a’ )(a'), 
所 以 G=(a){Z,+1=(1). 
(2) 若 a 的 阶 是 一 个 有 限 正 整数 , 则 循环 群 G= (a)= la ,a'， 
oa ,而 模 ”剩余 类 加 群 为 
{2,+}=([1])= 1{[0],[1],[2],… ,Lx -1]!. 
规定 p:G 一 王 , 对 于 任意 元 4 EG， 
a ->[k]. 
显然 这 样 规定 的 p 是 一 个 由 G 到 的 满 映 射 ,又 是 单 映射 .还 可 验证 
9 是 G 与 3 对 于 它们 的 代数 运算 是 同 态 映 射 .事实 上 ,对 于 任意 @”， 
aEG,aa =a''*€EG, 
a |—>[h], 
a >[&k], 
Qi >[h+k]. 
即 glarat)=[h+k]=[h]+[k]= g(a')9(a ), 
所 以 G= (a) 守 {2,+1= (1]). 
证 毕 . 
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定理 3.5 说 明 ; 从 结构 上 分 析 只 有 两 个 循环 群 , 一 是 整数 有 如 群 
Zz,+|}=(1), 二 是 模 n 剩余 类 加 群 15, + |}=([1]). 对 于 任 一 个 乌 环 
群 G = (a), 若 a 的 阶 是 无 限 的 ,G = (a ) 为 无 限 循 环 群 ,那么 G 宇 1Z， 
+}i; 若 a 的 阶 为 有 限 正 整数 xn,G = (a) 为 有 限 循 环 群 ,那么 
G13, +1. 


9.4 子 群 


9.4.1 子 群 


定义 4.1 设 妃 是 群 1G, 汪 的 一 个 非 空子 集合 ,如 果 囊 对 王 G 的 
代数 运算 ` 也 构成 一 个 群 , 则 称 群 { 扩 ,| 是 群 '1G ,的 一 个 子 群 , 且 记 
IH,:1<1G,.| 

设 1G,*| 为 阶 大 于 1 的 群 ,e 为 它 的 单位 元 , 则 日 = el 对 G 的 代 
数 运 算 . 必 构成 一 个 群 .于 是 必 有 |i 态 ,…|、{G ,| 都 是 群 {1G,*! 的 子 群 : 
称 这 两 个 子 群 为 1G，! 的 平凡 子 群 .1G ,的 其 它 子 群 为 非 平 凡 子 群 ， 

例 4.1 设 有 IZ,+1,1Q,+ |} ,IR,+|,1C,+|, 其 中 它们 的 代数 
运算 都 是 普通 数 的 加 法 . 

显然 有 

1Z,+<iQ,+i<iR+ <iC,+|， 
同样 jR ,xf1< {R.。. Xx|1, 其 中 它们 的 代数 运算 均 为 普通 数 的 乘法 . 

用 子 群 定义 判定 群 1c ,的 一 个 非 空子 集合 日 为 G 的 子 群 是 十 
分 麻烦 的 .下 面 给 出 较 简 便 的 判定 方法 . 

定理 4.1 设 号 是 群 1G,'}) 的 一 个 非 空子 集合 . 则 1H,:1< 
1G ,*! 的 充分 必要 条 件 是 

(1) 对 于 任意 a,b5E 日 ,有 a'bEH; 

(2) 对 于 任意 aEH, 有 a '€EH. 

证 明 ” 先 证 充分 性 . 

因为 HSG ,而 1G ,| 为 群 ,其 代数 运算 适合 结合 律 . 于 是 所 
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中 代数 运算 : 必 适 合 结合 律 . 

@@ 因 为 五 非 空 , 所 以 至 少 有 一 个 元 素 a€ 昌 . 由 条 件 (2) 知 a € 
理 . 再 由 条 件 (1) 知 a ''a=a*a '€EH. 即 e€EH. 

而 对 于 任意 cE HSG.e'a=a*e=a. 即 e 为 HH 的 单位 元 . 

@ 对 于 任意 a EH, 由 条 件 (2) 知 有 a 'EH ,使 得 a*a '=a va 
=e. 即 a ' 为 a 的 道 元 . 

由 群 的 定义 知 { 昌 ,| 为 一 个 群 . 

再 证 必要 性 ， 

设 { 吾 为 一 个 群 .由 群 的 定义 知 (1) 显 然 成 立 , 下 面 证 (2) 成 立 ， 
即 对 于 任意 cE 互 ,有 a 'E€H. 

因为 { 瑟 ,*} < 1G,*|, 故 对 于 aE€ HSG,a 的 道 元 E 互 . 

设 a 在 群 { 吾 ,中 的 逆 元 为 ao ,a 在 群 1G ,| 中 的 北 元 为 a” ,只 
需 证 a = ua '. 

一 方面 因为 { 态 ,* | 是 一 个 群 ,所 以 对 于 任意 ecE 瑟 , 必 存 在 a E 
日 ,使 得 a :a=a'a =e , 且 e "a=a'*e’ =a. 艺 a 在 群 { 态 ,*} 中 道 元 
为 a’.e 为 群 { 肪 ,| 的 单位 元 . 

另 一 方面 ,因为 {日 ,| < {1G,*}, 故 对 于 任意 a€EHH, 有 a,a'e € 
HESG. 

由 ea=a*e =4a ,说明 。 是 G 的 单位 元 e. 

由 a "a=a*a’=e =e, 说 明 a 是 群 1G ,| 中 元 素 a 的 逆 元 a”， 
即 a =a'. 

证 毕 . 

推论 ”如果 { 瑟 :1<1G，…1, 则 群 1{ 瑟 ,| 的 单位 元 就 是 群 1G ，! 
的 单位 元 ; 群 1 互 ,| 中 元 素 a 的 逆 元 a 就 是 群 1G ,…} 中 元 素 a 的 道 
元 ， 

例 4.2 设 Z, 为 模 n 剩余 类 集合 .12,, +1 为 模 ”剩余 类 加 群 . 

其 中 Zw = 和 [0],[1],[2],[3],[4],[5],[61,[7],[8],L9],[10], 
[LI 且 
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] [5] [6] [7] [8] 
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[9] [10][11] 


[0] 
[1] 
[21 
[3] 
[4] 
15] 
[6] 
[7] 
[8] 
[9] 
[10] 
[11] 


110] 


[1] 


[3] 
[41 
[5] 
[6] 
[7] 
[8] 


[4] [5] 
[5] [6] 


[7] [8] 


[6] 
[7] 


[1] [2] [3] [4] 
[2] [3] [4] 
[2] [3] [4] [5] {£61 {7] [8] [9] [10][11] [0] 
[8] [9] [10][11] [0] 


全 


[5] 


[7] 
[8] 
L6] {7] 18] [9] [10]f11] [0] [1] [ 
[9j [10J[11] [0] [1] [2] 
[81 [9] [10][11} LO LU [2] [3] 
[9j fio0]tit fio] [1] [2] £3] 
[9] [10][11] [0] [1] [2] [3] [4] 
[10]{11] [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] 9] 
[11] [0] [1] [12] [3] [4] [5] 16] 


[5] [6] [7] [8] 
[61 [7] [8] [9] 


[9] [101[11] [90] 


14] 
15] 


[7] 


[9] [10J[11] 
[L101[11] {01 
[1] 
[1] [2] 
[2] £3] 
] [3] [4] 
[3] [4j [5] 
[4] [5] [6] 
L5] [6] £7] 
[6] [71 [8] 


[8] [91 [10]1 


群 1Z1 ,+ |=《([1]) 是 一 个 循环 群 . 找 出 12,,+1 的 两 个 非 平 几 子 群 


Hi 及 H;. 
解 设 H,={[01,[21,[41,[61,[81,[10]1CZw, 从 Zis 的 运算 
表 可 以 看 出 : 
+ |[0] [2j [41 [6] [8] [10] 
[oj 1 10] [2] [4] [6] [8] [10] 
[2] | [2] [4] [£6] [8] [10] [0] 
[4] 1 [4] {6] [8] [10] [0] {2] 
[6] 1 [6] [8] [10] [0] {2] [4] 
[81, [8] [101 [01 [2 [41 {6] 
[10j|[10] [0] [2] [4] [6] [8] 
由 上 表 可 知 : 
(1) 对 于 任意 a,bEH, 有 a+b€EH,; 
(2) 对 于 任意 aEH, 有 a '€EH 
由 定理 4.1 知 {Hi,+1<12,,+1, 且 {H,,+1=([2]). 


同样 设 H, = {[0],[3],[6],[9]iCZw, 且 
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+ |[0] [3] [6] [9] 
[Ol'[0] [3] [6] [9] 
13]113] [6] [9] [0] 
[61|[6] [9] [0] [3] 
[9]i[9] [0] [3] [£6] 
显然 [H;,+ 1<1Zi,+1, 且 {HH,,+|=([3]). 
同样 设 H;= [0].[4j,[8]}, 则 [iH;,+1<{Zu,+1, 且 {H;,+| 
=([4]). 
设 晶 =|[0],[6]{,1H,+1<1Z,,+|), 并 且 {H,,+1=([61). 
例 4.3 设 3 次 对 称 群 S; = 1(1),(12),(13),(23),(123)， 
(132)| .其 代数 运算 由 下 列 运 算 表 给 出 
(1) (12) (13) (23) (123) (132) 
(1) | (1) (12) (13) (23) (123) (132) 
(12) | (12) (1) (123) (132) (13) (23) 
(13) | (13) (132) (1) (123) (23) (12) 
(23) 1 (23) (123) (132) (1) (12) (13) 
(123)|(123) (23) (12) (13) (132) (1) 
(132)|(132) (13) (23) (12) (1) (123) 


在 3 次 对 称 群 1S;,,'} 中 单位 元 为 (1), 且 (12) 的 道 元 为 (12),(13) 的 逆 


元 为 (13),(23) 的 道 元 (23), (123) 的 道 元 为 (132),(132) 的 道 元 为 
(123). 


(1) 找 出 3 次 对 称 群 1S; ,+ | 的 几 个 非 平 几 子 群 ; 
(2) 检 验 日 = 1(1),(12),(123)1 是 否 为 1S, ,+ | 的 子 群 ? 
解 (1) 设 Hi=1(1),(12)1CS;, 且 
+ | (CD (12) 
(1) |! (1) (12) 
(12)1(12) (1) 
因为 日 , 满足 对 于 任意 a,6E€ Hi, 有 a+6bE Hl; 信 对 于 任意 a EE 


日 ,有 a 'E€EH,. 所 以 IHi,+|<|S;,+1|. 

同 理 ,H, = 1(1), (13)|, Hs = |1(1), (23)}, H, = {(1),(123), 
(132)} 都 是 3 次 对 称 群 S, 的 子 群 . 

(2)H=1(1),(12),(123)!. 

因为 (123) 的 道 元 为 (132)EE 晶 ,所 以 五 不 能 构成 3 次 对 称 群 5， 
的 一 个 子 群 . 

下 面 介 绍 一 个 找 群 1G ,| 的 子 群 的 方法 . 

设 S 是 群 1G ,"} 的 某 一 个 非 空子 集合 ,例如 S= {a,5,…| .如 果 
有 1{S ,| , 则 就 是 1G ,| 的 一 个 子 群 .如 果 S 对 于 G 的 代数 运算 不 构成 
群 , 则 进一步 扩大 集合 S 得 到 集合 日 : 

H=1{S 中 所 有 元 素 ,S 中 所 有 元 素 的 逆 元 ,以 及 它们 的 各 种 乘 
积 | ， 
由 集合 五 的 结构 知 

QO 对 于 任意 a,bEH, 有 uu'bEH; 

名 对 于 任意 aEH, 有 a 6E 万 . 

所 以 由 定理 4.1 知道 群 {H,*i<1G,*|. 

定义 4.2 称 如 上 得 到 的 子 群 入, 叫做 由 S 生成 的 , 且 记 {9， 
{=(S). 

如 果 S= 1al, 则 | 玉 ,*|= (a) 为 由 a 生成 的 循环 群 . 

显然 ,HH 二 S ,包含 S 的 子 群 不 止 一 个 ,但 理 是 包含 S 的 最 小 子 
群 . 


9.4.2 子 群 的 陪 集 


现在 利用 群 1G,* | 的 一 个 子 群 { 甩 ,…|} 来 作 G 的 一 个 分 类 ,从 而 对 
两 个 群 {G,*| 与 | 晶 ,*} 的 性 质 进 行 比较 . 

设 i 玉 ,| <1G,*'1, 在 G 中 元 素 之 间 规 定 关系 ~:a 一 8sa:D 
E 五 .显然 ,对 于 任意 wa,pE G ,要么 ao 'E 昌 ,或 者 a*:b 'EH, 即 
规定 的 一 确定 是 G 中 元 素 之 间 的 一 个 关系 ,进而 证 明 这 个 关系 一 是 一 
个 等 价 关 系 . 

(1) 对 于 任意 a€G. 因 为 { 怠 ,…| 是 群 ,所 以 eEH. 即 e=aa '€ 
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百 . 故 ua 一 a. 

(2) 车 a~5, 由 一 的 定义 知 a'6b GE 五 ,由 群 的 定义 知 (ap 一 ) 
E 万 , 即 ba "EH. 故 由 ~ 定义 知 0 一 a&.、 

(3) 若 < 一 5 且 8 一 c. 由 一 定义 知 

a'b!,bc 'EH. 

由 群 的 定义 知 (ap ')'(b':c ')€EH. 
即 a'c !'€EH. 
故 a~ce. 

总 之 ,利用 子 群 韭 ,* | 可 以 决定 G 中 元 素 间 一 个 等 价 关系 一 .由 
第 8 章 8.4.4 知道 等 价 关系 一 可 以 将 G 分 类 .也 就 是 说 利用 子 群 
1 五 可 以 将 G 分 类 一 \G=H\G. 

定义 4.3 由 aa 一 psa:0 "EH 所 定义 的 等 价 关系 ~ 所 决定 的 
群 {1G ,*|} 的 若干 个 类 称 为 子 群 瑟 的 右 陪 集 .其 中 包含 元 素 a 的 那个 右 
障 集 记 为 H,. 

H, = {hala 为 G 中 一 个 固定 元 素 , YhEHI 

昌 = H, 也 是 日 的 一 个 右 陪 集 ,e 为 群 G 的 单位 元 . 记 互 的 所 有 右 
陪 集 的 集合 为 S, = {H,,H, , H; ,*…}. 

例 4.4 设 Z 为 整数 加 群 .2Z, 为 模 3 剩余 类 加 群 ,H= 全, -6， 


一 3,0,3,6,…|} 为 整数 加 群 Z 的 一 个 子 群 , 试 写 出 互 的 所 有 右 陪 集 的 
集合 S.. 


解 因为 Z=|…,-6,-5,-4,—3,-2,—1,0,1,2,3,4,5,6, 
|; 
H=1*…,-6,-3,0,3,6,."1. 
对 于 1€2Z 有 Hi=|…,-5,-2,1,4,7,.…|; 
2EZ 有 H,=1…,~4,-1,2,5,8,…|}. 


又 因为 HUH,UH,=Z, 且 H,H,,H, 两 两 没有 公共 元 素 .所 以 子 群 
互 的 所 有 右 陪 集 为 H,H',H;, 凤 S, = 1H,H,),H,|}. 

在 这 里 我 们 会 注意 到 : . 

在 例 4.4 中 - 理 = |…, 一 6, 一 3,0,3,6,…|, 所 以 由 子 群 互 所 决定 


的 整数 加 群 Z 中 元 素 之 间 的 等 价 关系 一 为 : 
4a 一 psa0 'E Hea -bEHSa -b=3g9( 其 中 gE€2)= 
a 夺 b(3),， 
于 是 H= H,=[0],H,=[1],H,=[2], 
即 S,= 1[0],[1],[2]}=2;. 
一 般 地 , 若 H=1…, 一 2n, 一 n,0,n,2n,…|}, 则 
S, =|1H,H,,H,,…,H,._i| 
=1[0],[1],[2],*…,[n -1])=2,. 
例 4.5 设 3 次 对 称 群 S; = (1),(12),(13), (23),， (123 )， 
(132)} , 吾 =1(1),(12)} < S;, , 试 写 出 互 的 所 有 右 陪 集 . 
解 由 互 的 右 陪 集 定义 知道 
HH = {hala 为 S; 中 一 个 固定 元 素 , YAE HI. 
于 是 得 到 
Ho = |{(1),(12)}, 
Ho = {(1),(12)!, 
Hos = {(13),(123)}, 
Hz = {1(23),(132)|， 
Has, = 1(123),(13)}, 
Hs) = {1(132) , (23)1}. 
故 互 的 右 陪 集 只 有 三 个 : 
Ho = Hozy, Hos = Hoz ,Hos) = Hasy). 
同样 我 们 可 以 定义 子 群 五 的 左 陪 集 . 
定义 4.4 由 a~b==5''a€ 电 定义 的 等 价 关 系 一 所 决定 的 群 
1G ,| 的 若干 个 类 称 为 子 群 日 的 左 陪 集 ,其 中 包含 元 素 a 的 那个 左 陪 
集 记 为 .H， 
, 开 = {ah|a 为 G 中 一 个 固定 元 素 , VY hE Hi. 
妞 =. 五 也 是 五 的 一 个 左 陪 集 ,e 为 群 G 的 单位 元 . 记 互 的 所 有 左 
陪 集 的 集合 为 S, = |.H,.H,,H,…|}. 
因为 群 1G ,| 的 代数 运算 :不 一 定 满足 交换 律 , 所 以 一 般 地 讲 , 子 
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群 H 的 左 陪 集 ,H 和 右 陪 集 瓦 . 不 一 定 相 同 . 

如 果 群 {1G ,| 为 交换 群 , 则 它 的 任 一 个 子 群 日 的 左 陪 集 ,FH 与 右 
陪 集 五 。 必 相等 ,于 是 S, = Si . 

如 果 群 1G ,不 是 交换 群 , 则 它 的 一 个 子 群 瑟 的 左 陪 集 . 互 与 右 
陪 集 H, 不 一 定 相同 ,但 S, 与 S, 中 元 素 个 数 必 相等 . 即 互 的 左 障 集 个 
数 等 于 五 的 右 陪 集 个 数 . 

例 4.6 日 =1(1),(12)1<S,, 写 出 日 的 所 有 左 陪 集 . 

解 ” 由 例 4.5 知 ,这 个 子 群 日 的 右 陪 集 共 有 三 个 

互 = Ho = 1(1),(12)}, 
甩 = 了 oa = {(13),(123)}, 
Ho = Has = |(23),(132)1. 
由 左 陪 集 定义 .在 = 1ah1a 为 G 中 一 个 固定 元 素 , YAE 五 | ,于 是 得 到 
wwH=1(1),(12)} = 02)H, 
ayH=1(13),.(132)}= (3 H, 
oH=1(23),(123)} = os 五. 
故 互 的 左 陪 集 也 只 有 三 个 
wH= 0 H.ay H= 0 Hy, H= (wyH. 
同时 注意 ,oa 五 天 再 ,023) H 关 Hoy. 

定理 4.2 一 个 子 群 日 的 右 陪 集 和 左 陪 集 个 数 必 相 等 .它们 或 是 
无 限 多 个 ,或 是 相等 的 有 限 多 个 . 

证 明 设 H<G. 

S, = |1H,H,,H,,…!, 
Si.={H,H,,H,…|. 
只 需 证 S, 与 SL 中 元 素 一 一 对 应 . 
定义 g: 5S, 一 SL 为 :对 于 任意 H,€ 5,， 
H,->a'H. 

(1) 证 明 p 是 一 个 映射 (Hs 的 像 惟 一 ). 

车 又 有 H,t->6" 五. 
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当 HH,=H, 时 ,a~b,a'b '€EH,(a'b™') GE 万 ， 
即 (6b 1) Ya i:EH,b ~a!, 有 a !'H=6b'H. 

(2) 证 明 p 是 由 S, 到 S, 的 满 射 . 

对 于 任意 a ES .因为 a '€G, 于 是 存在 其 道 元 aE G, 有 
H,€ S, 使 得 

H,—>a'H. 
(3) 证 明 p 是 由 S, 到 S, 的 单 射 . 
因为 五 > aa !'H, 
刀 六 > 0 五 . 
如 果 昌 , 关 HH, ,a 与 4 不 在 一 类 中 ,所 以 a'b “EH, 又 HH 为 子 群 ， 
(ap ') 'EHRH. 即 
(6b!') a !'EH. 
于 是 a :与 5"! 不 在 一 类 中 ,a 'H 交 5b5'H. 
故 p 是 由 S, 到 S, 的 一 个 一 一 映射 . 即 5S, 与 S, 中 元 素 个 数 必 相 等 . 

证 毕 . 

定义 4.5 群 G 的 子 群 妃 的 左 ( 右 ) 陪 集 的 个 数 7 称 为 妃 在 G 中 
的 指数 . 

定理 4.3 子 群 昌 与 它 的 每 一 个 右 ( 左 ) 陪 集 H, (日 ) 之 间 必 存在 
一 个 一 一 映射 . 

证 明 仅 证 右 陪 集 的 情况 . 

设 日 ,= {hala 为 G 中 一 个 固定 元 素 ,V hEHI. 
定义 92: 日 >H, 为 : 

对 于 任意 i EH,h i> ha. 
显然 gq 是 由 五 到 已 . 的 一 个 映射 . 

对 于 任意 5E€ H, ,因为 6= ha ,其 中 aEG, 从 而 a "EG, 所 以 有 
ba = 二 haa = 关 E 末 ,于 是 户 F 0. 即 op 是 由 互 到 五 .的 一 个 满 映 
射 . 

对 于 Ah ,AsE 万 ,PFAa ,Pa 上 一 > 大:a . 

车 hia = ha, 则 由 消去 律 得 h, = 六. 即 wp 是 由 日 到 HH, 的 一 个 单 
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射 . 
故 p 是 由 互 到 有 H, 的 一 个 一 一 映射 . 
证 毕 . 
定理 4.3 告诉 我 们 : 子 群 只 与 它 的 每 一 个 右 ( 左 ) 陪 集 瓦 . 中 元 素 
个 数 必 相 等 ， 
推论 1 设 有 限 群 G 的 阶 为 N , 它 的 子 群 万 的 阶 为 z. 瑟 在 G 中 
的 指数 为 7. 则 N 三 7 
推论 2 一 个 有 限 群 G 的 任 一 个 元 素 a 的 阶 部 整除 G 的 阶 N. 
证 明 设 互 =(a), 若 a 的 阶 为 xn, 则 日 = fa,a',a”,…,a” '|， 
即 子 群 五 的 阶 为 n,H 在 G 中 指数 为 ,由 推论 1 知 N=n*j, 即 都 
整除 G 的 阶 N. 
例 4.7 3 次 对 称 群 S, 的 阶 N=6, 子 群 了 = 1(1),(12)1 的 阶 = 
=2. 因 此 , 子 群 五 在 S$; 中 共有 三 个 右 陪 集 , 即 ) =3. 又 S; 中 元 素 : 
(1) 的 阶 为 1; 
(12) 的 阶 为 2, 因 为 (12)(12)= (1); 
(13) 的 阶 为 2, 因 为 (13)(13)= (1); 
(23) 的 阶 为 2, 因 为 (23)(23)= (1); 
(123) 的 阶 为 3, 因 为 (123)(123)(123)= (1); 
(132) 的 阶 为 3, 因 为 (132)(132)(132)= (1). 
所 以 由 Ss 的 任 一 个 元 素 生成 的 子 群 日 的 阶 数 n 都 整除 S, 的 阶 6. 


9.4.3 不 变 子 群 、 商 群 


定义 4.6 设 N 是 群 1G ,| 一 个 子 群 ,如 果 对 于 任意 a€ G ,都 有 
DN 一 个 不 变 子 群 . 且 记 Nd G. 
由 不 变 子 群 定 义 可 以 看 出 如 下 几 点 . 
(1) aN= fanla 为 G 中 一 个 固定 元 素 ,V n€ Ni， 
Na= {nala 为 G 中 一 个 固定 元 素 ,V n€N|}， 
aN = Na 仅 说 明 两 个 集合 aN 与 Na 一 样 ,不 是 说 对 于 任意 nE€NN, 必 
有 an = na. 即 对 于 任意 amEN an=na 六 aN= Na. 
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(2) 交 换 群 {1G ,1 的 任 一 个 子 群 N 都 是 不 变 子 群 . 
(3) 任 何 一 个 阶 大 于 1 的 群 1G ,1 ,至 少 有 两 个 不 变 子 群 ,一 
变 子 群 为 N= {fe} ,e 为 G 的 单位 元 , 另 一 个 不 变 子 群 是 G 自身 . 
我 们 将 不 变 子 群 N 的 左 ( 右 ) 陪 集 统称 为 N 的 陪 集 . 记 不 变 子 群 
N 的 所 有 陪 集 的 集合 为 S. 
例 4.8 3 次 对 称 群 S; = 1{(1),(12),(13),(23),(123),(132)|， 
(1)N=1(1),(123),(132)} ,证 明 N45,; 
(2) 理 = 1(1),(12)} ,检验 互 是 不 是 $; 的 一 个 不 变 子 群 . 
解 (1) 显 然 N< 5;. 
因为 WN= No = 1(1),(123),(132)|}, 
(2) N= No = 1(1),(123),(132)|, 
a N= Nosz = 1(1),(123),(132)}, 
uw N= Nu = 1(12),(13),(23)}, 
uy N= Nas = 1(12),(13),(23)}, 
ay N= No = {(12),(13), (23)}. 
由 不 变 子 群 的 定义 知道 “N 4 5;. 
(2) 显 然 H< 5S;. 
又 因为 3H=1(13),(132)}， 
Hus = {1(13),(123)}, 
ay HH». 
所 以 互 不 是 S; 的 不 变 子 群 . 
例 4.9 设 群 1G ,| ,而 集合 N= {inlnEG, 且 对 任意 a€G, 有 
an = ani. 
证 明 :N 4 G. 
证 明 因为 对 于 任意 aEG, 有 ea=ae 二 a,; 所 以 eEN, 即 N 非 
空 , 
又 满足 (1) 对 于 mw ,2 EN, 由 集合 N 的 性 质 知 对 于 任意 a € G 


有 ani=nia,anz 二 nza, 于 是 有 (ni1* ns)a =n1(n2a) = nian, = 
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(na)n;=ann=a(nip), 上 邦 nn,EN; 
(2) 对 于 nEN ,对 任意 a€EG 有 an = na. 
因为 nE NCG, 必 存在 n 'EG. 使 nn '=n 'n=e. 


于 是 nn la=n lae=n a(n ')=n (an)n =n ‘(na)n "= 
(2 'n)an '=an !, 
点 7 EN. 
由 子 群 的 判定 定理 知 :N< G. 
下 面 证 明 N 4 C. 
因为 N=inijn€EG, 昌 对 于 Ya€EG, 有 an=nal 
=jmyjy1 na=an(i=1,2,.…) 


所 以 uN = {ani,an,,ans,."| 
= {na,na, na,.! 
= Na. 
故 N44G. 
在 群 论 中 , 称 不 变 子 群 N= in|YaE€G,an= nal 为 群 G 的 中 
心 .显然 N= |el 是 群 G 的 一 个 中 心 . 当 群 {1G ,| 为 交换 群 时 ,G 就 是 
本 身 的 中 心 . 
在 这 里 我 们 再 介绍 子 集合 的 乘积 . 
定义 4.7 设 S,,S,,…,S, 是 群 1G ,| 的 m 个 子 集合 , 称 集合 
N= {nln=s ss SES,i=1,2,.… ,mj 为 S1,S,,…,S, 的 乘 
积 , 且 记 N= S'S,…S,. 
由 集合 乘积 的 定义 有 
(1) 因 为 群 1G ,人 的 代数 运算 满足 结合 律 , 所 以 集合 乘积 也 满足 
结合 律 
(S11'S,)'S;= Si (SS3); 
(2) 若 群 1G ,| 为 交换 群 , 则 在 G 中 集合 乘积 也 满足 交换 律 
S1'S,= SS,.'S1; 
(3)aN =a*N 是 集合 乘积 . 
下 面 介绍 不 变 子 群 N 所 具备 的 条 件 . 
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定理 4.4 设 N<G. 
NqG 当 且 仅 当 对 于 任意 cEG, 有 wuNe '=N. 
证 明 先 证 必要 性 . 
如 果 N 4 G, 由 定义 知 对 于 任意 cEG, 有 aN = Na, 即 a*N= 
和 Na， 
于 是 aNa '=(ae'N)a =(Na)'a '=N':(a'a ')= Ne=N. 
再 证 充分 性 . 
如 果 对 于 任意 cEG ,有 aNa = N, 则 
aN=a'Ne=a' Na aa=N'a=Na， 
由 定义 知 NaqG. 
证 毕 . 


推论 设 N<G,NqdG 当 且 仅 当 对 于 任意 acEG, 任 意 2E 和, 有 
ana 'EN. 


例 4.10 设 集合 G= f(a;),x,las ER, 且 |(a;)|1 关 01 对 和 矩 阵 乘 
法 构成 一 个 群 . 

又 H(i=1,2,3) 都 是 G 的 子 集合 ,其 中 

Hi=14,x,=aE|E 为 n 阶 单位 矩阵 ,a 为 任意 非 零 实数 |， 

HH, = 1 和,x ,=diag(au ;aw am)|las(i=1,2,…,n) 为 任意 非 
零 实数 }， 

Hs=|A,x, =(as),xn||A|=1}. 

(1) 讨 论 HH,(i=1,2,3) 是 否 为 群 G 的 子 群 ? 

(2) 讨 论 H;(i=1,2,3) 是 否 为 群 G 的 不 变 子 群 ? 

解 因为 EEH, 关 名, 又 对 于 任意 A,BEH, 有 和 A=aE.B= 
bE ,其 中 a 关 0,5 冯 0. 则 

AB=abE EH1, 又 A '= LEEH,, 
所 以 Hi,<G. 
同样 EE 万; 天 他 . 
对 于 任意 4,BEH,, 有 A=diag(an ;aw an),a 天 0， 
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| B= diag(b , D722 0 ) ,bi 0, 


则 AB = diag(ai bi ap "amb )E H,, 
且 4…= diag| I ， ,了 js 已 
Ql C22 Unn 


所 以 H,<G. 

同样 EEH, 关 2， 

对 于 任意 A4,BEH,;, 有 |4|l=1,|lBIl=1. 
因为 14B|=1A11B|=1,14 7'|= TXT=1， 
所 以 ABEH;,A 'E€H,. 

故 ”H;<<G. 

即 理 , , H; ,HH; 都 是 G 的 子 群 . 

(2) 先 讨论 子 群 H,. 

任意 AEG ,任意 NE Hi, 因 为 N= akE,， 
于 是 ANA '=AaEA !=aAA '=aEE€EH,. 
由 定理 4.4 的 推论 知道 H, 4 G. 

再 讨论 子 群 日 ,. 

由 n 阶 方 阵 对 角 化 理论 可 知 , 对 于 任意 对 角形 矩阵 A = diag(ai， 
an Qn) 日, ,ai 关 0, 必 存在 某 一 个 n 阶 可 逆 阵 A 使 得 A4AA EE 
昌 , ,其 中 A 的 列 向 量 Xi ,XX,,…,X, 是 矩阵 A 的 x 个 特征 向 量 .但 
不 是 任意 n 阶 可 逆 和 矩阵 4 ,44A 都 为 对 角形 . 即 不 能 保证 

444 ‘EH,. 

故 已 , 不 是 G 的 不 变 子 群 . 

最 后 讨论 子 群 日 ,. 

任意 AEG,141 关 0, 任 意 NEH,,|IN|=1. 
由 于 14N4 1=i14HNII4 '1=|N|=1， 
所 以 ANA 'E€H;. 
故 H;4G. 

设 N 是 群 1G ,1 的 一 个 不 变 子 群 ,S = {N 的 所 有 陪 集 | .在 集合 


S 中 元 素 之 间 定 义 法 则 : 
对 于 任意 zxN,yNES， 
XN yN= (zr'y)N. 

首先 说 明 xzN.yN=(z'y)N 有 意义 . 

ZNyN =z (ONy)N=zyNN 
=(z'y)(ON'N)=(z'y)N. 

进一步 可 以 证 明 : 

若 zxzN=zNyN=yN, 必 有 (zy)N=(z )N. 

即 zN'yN=(z'y)N 是 S 的 一 个 代数 运算 . 

定理 4.5 一 个 不 变 子 群 N 的 所 有 陪 集 的 集合 S 对 代数 运算 
ZN YN=(z'y)N 必 构 成 群 . 

证 明 设 群 1G,*1,N<4G,S= |N 的 所 有 陪 集 | = {eN ,aN ,6bN， 
…| 对 于 任意 xN ,yN , zN E S ,显然 结合 律 成 立 

(zN*:yN):zN= rN:(yN:zN). 

对 于 任意 zxNE S ,存在 eNE S ,其 中 为 群 G 的 单位 元 ,使 得 eN 
"XN = xN*eN = zxN. 即 eN 为 S$ 的 单位 元 素 . 

对 于 任意 xNE S ,存在 z 'NES, 其 中 (x ' 为 xz 的 道 元 ) ,使 得 
Xx N.zN=zNz 'N=eN. 即 x 'N 为 xzN 的 逆 元 素 . 

由 群 的 定义 知道 S 对 这 个 代数 运算 构成 一 个 群 , 记 为 1S,*}. 

证 毕 . 

例 4.11 设 Z 为 整数 加 群 .N= |…, 一 2n, 一 n,0,n, 一 2n,…|， 
N4Z,S= 1{N 的 所 有 陪 集 1= |INNNNocbNhS 的 代数 
运算 为 :aN+pN=(a+p)N. 

验证 S 对 这 个 代数 运算 构成 群 . 

解 S={N,N, N,N, ,v0N| 


其 中 N= 1%…,-2n,—n,0,n,2n,.…|=[0], 
iIN=1…,—2n+1,—n+1,1l,n+1,2n+1;,*…|=[1], 
N= ,2n+2,—n+2,2,n+2,2n+2,.…|=[2], 


ee 


aDN=1 -nn-1,—-1,n-1,2n-1,3n -1,.…}=[n-— 
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11. 
S 的 代数 运算 aN +bN= (a+6b)N,， 
就 是 [fal]+[b]=[a+6], 
显然 S 是 ZZ 的 模 ”剩余 类 S,. 
因为 模 ”剩余 类 S, 对 代数 运算 [a] + [bi1=[a+5] 构 成 群 ,中 S, 为 
模 n 的 剩余 类 加 群 ,所 以 S 对 代数 运算 aN + bN = (a + 5b)N 构成 群 . 
定义 4.8 群 G 的 一 个 不 变 子 群 N 的 所 有 陪 集 的 集合 S 对 陪 集 
运算 构成 的 群 1S ,| 叫做 一 个 商 群 , 记 为 NA\ G. 
前 面 例 4.11 告诉 我 们 , 模 ”剩余 类 加 群 就 是 整数 加 群 Z 中 不 变 


子 群 N=1…,-2n,-20.1,22， 的 陪 集 集 合 构成 的 商 群 NA\Z. 
如 果 G 是 一 个 有 限 群 , 则 必 有 
G 的 阶 _ 


NN 榴 阶 ~\6 的 阶 . 
9.4.4 同 态 与 不 变 子 群 


通过 下 面 的 进一步 讨论 ,可 以 看 出 不 变 子 群 N 与 商 群 N\G 的 重 
要 意义 . 
定理 4.6 一 个 群 G 同 它 的 每 一 个 商 群 NA G 同 态 . 
证 了 明 设 N 为 群 G 的 任 一 个 不 变 子 群 ,于 是 有 商 群 NA\ G， 
G=1le.a,b,.…|, 
N\G=|eN,uN,pN,.…|. 
定义 9p:G>N NG 为 :. 
对 于 任意 aEG,at-~>aN. 
显然 p 是 由 G 到 NAG 的 一 个 映射 . 
因为 对 于 任意 aNE N\ G ,aN 中 至 少 含有 一 个 元 素 aE G ,使 得 
c FF 一 CN 
所 以 p 是 由 G 到 NAG 的 一 个 满 映射 . 
并 且 ,对 于 任意 a,bEG,a'bEG,， 
因为 al-—> aN, 
六 一 > PN 
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a'b>(a'b)N, 
所 以 pg(ab)=(a:bIN=aNbN = ola) og(b). 
故 G~N\G. 
证 毕 . 
设 入 是 群 G 的 一 个 不 变 子 群 ,可 以 用 和 将 G 分 类 ,来 讨论 G 中 
元 素 之 间 的 共性 问题 ,同时 因为 我 们 得 到 G 的 一 个 商 群 N\ G, 且 由 
定理 4.6 知道 G~ NA G ,于 是 我 们 还 可 以 利用 商 群 NA G 的 性 质 来 
了 解 群 G 的 性 质 . 
定义 4.9 设 p 是 由 群 4 到 群 G 的 一 个 同 态 满 射 ,e 为 群 G 的 单 
位 元 . 记 N=ialecG,ep(a)=elSsG, 称 该 集合 N 为 同 态 满 射 p 的 
核 , 记 为 Kerp = 和 
定理 4.7 设 两 个 群 G 与 G 则 态 , 且 p 是 由 G 到 G 的 同 态 满 射 ， 
则 Kerpgd G. 
证 阴 记 N=Keryg. 由 于 et~>e, 妈 ceEN 非 空 集合 对 于 任意 4， 
bEN,ual->e,bH>e. 
因为 9 为 同 态 映射 ,所 以 
glab)= gla) gp(h)=ere=e,gla ')=[¢(a)] '=e =e. 
故 a*b€EN,a EN. 
由 子 群 判定 定理 知 Kerp=N<G. 
对 于 任意 veEG, 任 意 zEKerp=N, 因 为 p 为 同 态 映 
射 , 故 当 
ah>acGa Ha ECG， 
ni—>e€G 时 
必 有 garna ')=9p(a)'p(n)pgla ')=ae'qa '=aa =e. 
即 ana '€EKerp=N. 
由 不 变 子 群 的 判定 定理 知道 Kerpg=N4G. 
由 于 Kerp 人 4G, 所 以 可 以 得 到 G 的 商 群 Kerp \ G. 
定理 4.8 设 两 个 群 G 与 G 的 同 态 满 射 为 , 则 
Kerp\ GG. 
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证 明 设 G~G, 其 中 同 态 满 射 为 g. 对 于 任意 a€ G,g(a)=4a 
EG, 令 N=Kerp,N \ G=Kerp \ G, 于 是 定义 y:N \ GG 为 : 
对 于 任意 aNEN\G,aNF>a= op(a). 

即 yl(aN)= g(a). 
显然 y 是 由 N \ G 到 G 的 一 个 映射 
对 于 任意 a€EC, 因 为 vo 是 由 G 到 G 的 满 射 ,所 以 至 少 存在 a € 
G ,使 g(a)=4a, 所 以 至 少 存在 aNEN  G ,使 得 gy(a)=a, 即 yy 是 由 
N \ G 到 6G 的 一 个 满 映射 . 
再 证 yy 是 由 N \ G 到 G 的 一 个 单 映 射 . 
对 于 任意 aN ,PNENANG， 
aNF—> a= 9(a), 
bN—> b= 9(b). 
假若 ”aN 关 bN , 即 a,b 不 在 同一 类 中 ,a*b 'EN= Kery. 
于 是 _p(a.0 !') 头 e, 因 为 9 同 态 ,所 以 有 
2(a) gp(b) Pe, 
即 a'6 !' 关 e. 
于 是 有 < 和 0 . 
最 后 证 明 少 是 由 NA G 到 G 的 一 个 同 态 映 射 , 对 于 任意 aN ,PN 
EN\G,(a:b)NEN\G, 
aNF> a= g(a), 
bN HF—> 6 = 9(6), 
(a'b)NF>ab= 04:6)= 9(a)' 9(b)=a'b. 
即 yy(aN:bN)= yy(a: 6bN)=ab= y(aN):y(oN). 
故 必 有 NA G 实 G6. 
证 毕 . 
定理 4.8 告诉 我 们 : 若 两 个 群 G 与 G 同 态 映射 为 p, 则 Kerp \ G 
， 衬 G .因为 从 结构 上 说 G 与 Kerp\ G 相同 ,所 以 可 以 认为 G 就 是 G 
的 商 群 Kerp\ G .于 是 可 以 借助 于 商 群 Kerp\ G 来 研究 群 G 的 性 
质 .这 就 是 引入 不 变 子 群 及 商 群 的 重要 意义 . 
定义 4.10 设 是 由 集合 A 到 集合 A 的 一 个 满 映 射 , 如 果 SC 
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A,S= 1 刚好 包含 所 有 S 中 元 素 在 p 之 下 的 像 }, 则 称 S 为 S$ 在 g 之 
下 的 像 集 , 且 记 S= pg(S). 如 果 SCA,S= 1 刚好 包含 所 有 S 中 元 素 
在 p 之 下 的 逆 像 | , 则 称 S 为 5 在 op 之 下 的 逆 像 集 . 
定理 4.9 设 wp 是 两 个 群 G 与 C 的 一 个 同 态 满 射 ,那么 在 p 之 下 
(1) 如 果 万 <G, 则 百 <G ,其 中 =o(H); 
(2) 如 果 NqdG, 则 六 4GC, 其 中 六 =p(N). 
证 明 (1) 因 为 是 G 到 C 的 同 态 满 射 ,再 由 互 的 定义 知道 9 是 
由 理 到 五 的 满 射 .eE HH,p(e)=eE 晶 非 空 . 
对 于 任意 a ,5E 互 ,因为 p 是 满 射 ,所 以 必 存 在 a,5E 五 ,使 得 
a a, 
bt—> 5b, 
由 于 互 <CG, 故 cb6E 万 ， 
a'bH>a'b=a'bERH. 
又 对 于 任意 <cE 互 ,存在 zxE 歼 ,使 得 
ahF>~a， 
由 于 互 < G, 故 存在 a 6E 万， 
a >a'=a JE€H. 
由 子 群 的 判定 定理 知 H<G. 
(2) 因 为 p 是 由 G 到 G 的 同 态 满 射 ,再 由 NN 的 定义 知道 gp 也 是 由 
N 到 六 的 满 射 , 当 NqG 时 ,由 (1) 可 知 N<C. 
下 面 进一步 证 明 N4G. 
对 于 任意 a EG ,对 于 任意 nEN ,由 于 9 是 满 射 ,所 以 必 存 在 a 
EG,nEN ,使 得 


a a, 

ni— A. 
由 于 N4G, 所 以 a'n'a '€EN. 

ana >ana =ana '=an'a 'EN. 
再 由 不 变 子 群 的 判定 定理 知道 N4G. 


定理 4.10 设 wp 是 两 个 群 G 与 G 的 一 个 同 态 满 射 ,那么 在 p 之 
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下 


(1) 如 果 五 <G, 则 五 <G, 其 中 日 是 日 在 og 之 下 的 逆 像 ; 

C2) 如果 N4G, 则 N44G, 其 中 NN 是 N 在 q 之 下 的 逆 像 . 

证 明 从 赂 . 

同 态 满 射 p 的 核 Kerp 是 不 变 子 群 ,这 一 件 事实 是 定理 4.10 中 
(2) 的 一 个 特例 . 


习题 9 


1. 如 果 V 是 一 个 阶 为 偶数 的 有 限 群 , 则 在 群 V 中 阶 等 于 2 的 元 
素 的 个 数 一 定 是 奇数 . 
2. 证 明 任 何 一 个 有 限 群 V 中 每 一 个 元 素 的 阶 都 是 有 限 的 . 
3. 设 在 两 个 群 V 与 V 的 同 构 映 射 之 下 ， 
al—>a 
证 明 a 与 a 的 阶 一 定 相 同 . 
4. 设 在 两 个 群 V 与 V 的 同 态 映射 之 下 
a->a 
a 与 a 的 阶 是 不 是 一 定 相 同 ? 若 相 同 , 请 证明 . 若 不 一 定 相同 ,请 举 一 
个 反例 . 
5. 设 RR 为 实数 集合 ,证 明 : 所 有 的 可 以 写成 
zh>az+p 其 中 a,56 为 有 理 数 ,上 且 < 天 0. 
形式 的 变换 集合 G 对 变换 的 乘法 构成 一 个 群 .并 说 明 这 个 群 是 不 是 一 
个 交换 群 ? 
6. 证 明 : 任 何 一 个 变换 群 的 单位 元 一 定 是 恒 等 变换 . 
7. 证 明 
(1) 两 个 不 相连 的 循环 置换 可 以 交换 ; 
(i) = (hi di); 
(BH) i) id) = (i ii); 
(ACHi) 12) i) = (ii2 i ); 
(Si)= (i) (a) (i ); 
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(6) 当 1 不 在 t+ 中 时 ,r= (i 下 i)= (ii )(1i). 

8. 证 明 :一 个 循环 群 G = (a) 一 定 是 交换 群 

9. 设 G 是 循环 群 ,并 且 G 与 G 同 态 , 则 G 也 是 一 个 循环 群 . 

10. 证 明 : 群 G 的 两 个 子 群 的 交集 也 是 群 G 的 子 群 . 

11. 证 明 :循环 群 G = (a) 的 子 群 也 是 循环 群 . 

12. 设 互 是 群 G 的 一 个 非 空 子 集合 ,并 且 互 中 每 一 个 元 素 的 阶 都 
是 有 限 的 .证 明 ,HH 是 G 的 子 群 的 充 要 条 件 是 : 若 a,bE 日 ,有 abEH. 

13. 证 明 : 阶 是 素数 p 的 群 一 定 是 循环 群 . 

14. 证 明 : 群 G 的 两 个 不 变 子 群 的 交集 仍 是 群 G 的 不 变 子 群 . 

15. 证 明 :指数 是 2 的 子 群 一 定 是 不 变 子 群 . 

16 . 设 两 个 群 G 与 G 同 态 ,N4G, 又 N 是 六 的 闭 象 .证 明 NANG 
EN\G. 

17. 设 G 是 一 个 循环 群 ,N 是 G 的 一 个 子 群 .证 明 , N\, G 也 是 循 
环 群 . 
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第 10 章 环 与 域 


群 这 个 代数 系统 只 有 一 个 代数 运算 .本 章 介绍 具有 两 个 代数 运算 
的 两 种 代数 系统 : 环 与 域 .我 们 已 经 知道 ,全 体 有 理 数 集合 Q, 全 体 实 数 


集合 R 及 全 体 复 数 集合 C 都 是 一 个 域 . 环 与 域 是 两 个 非常 重要 的 概 


10.1 环 


由 和 群 的 定义 可 知 ,如 果 非 空 集合 G 上 定义 了 一 个 代数 运算 , 称 为 
加 法 + , 且 G 对 于 这 个 加 法 构成 群 1G ,+ 1, 即 对 于 任意 a € G , 必 存 在 
0c 6G ,存在 (-a)EG, 使 得 ac+0=a,at(-a)=0. 其 中 0 为 G 的 
零 元 素 ,(- ae) 为 a 的 负 元 素 .由 群 的 性 质 可 知 ,G 的 零 元 素 惟 一 ,a 的 
负 元 素 惟一 . 

下 面 将 介绍 一 个 具有 两 个 代数 运算 的 代数 系统 . 

定义 1.1 设 非 空 集合 G 中 定义 了 两 个 代数 运算 , 称 为 加 法 + 及 
乘法 , 且 满 足 

(1) 群 1G ,+ } 为 交换 群 ; 

(2) 对 于 任意 a,b,cEG, 有 (a*b):c=a:(b':e); 

(3) 对 于 任意 a,5,cEG, 有 

a'(b+ce)=a:bta':c, 
(b+c)'a=b*at+c*a. 
则 称 集 合 G 对 于 加 法 + 及 乘法 .构成 一 个 环 . 记 为 环 !G ,+,*|, 也 简 
记 为 环 G. 
例 1.1 整数 集合 Z 对 于 普通 数 的 加 法 + 及 乘法 "构成 一 个 环 , 记 
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为 {Z, + ，*. 
同样 有 环 t1Q ,+ ,1 ,iR,+ hiC,+，| 
例 1.2 设 集 合 R… "= {全体 ” 阶 实 方 阵 4 = (a; ),x ,上 ,矩阵 的 
加 法 + 及 乘法 .是 R… "的 两 个 代数 运算 .试验 证 R"*" 对 这 个 加 法 + 及 
乘法 .构成 一 个 环 . 
解 显然 1R ,+ | 为 一 个 交换 群 , 且 它 的 零 元 为 n 阶 零 方 阵 .对 
于 任意 AER"" ,A 的 负 元 素 为 (一 A ). 又 因为 对 于 任意 A,B,CE 
R””, 有 - 
(AB)C= A(BC), 
A(B+C)= AB+AC, 
(B+C)A=BA+CA. 
所 以 称 R”" 对 于 和 矩阵 加 法 及 乘法 构成 一 个 环 . 记 环 {R””,+,*|. 
设 {G ,+ ,是 一 个 环 , 其 中 两 个 代数 运算 + 及 ' 必 满足 : 
(1) 对 于 任意 ecEG,a+0=0+a=a, 其 中 0 为 G 的 零 元 素 ; 
(2) 对 于 任意 aEG,a+(-a)=(-a)+a=0, 其 中 (-a) 为 a 
的 负 元 素 ; 
(3) 一 (一 a)=ai 
(4)atc=b 即 c=b-a; 
(5)-(at+6b)= -a-b,—-(a-b)=(-a)+b; 
(6)m(na)= (mn)a,n(a+5)= na+ nb ,其 中 ,nn 为 整数 ; 
(7T)(a—-b)'c=ac-b'c,c'(a—~b)=c'a-cb; 
(8) 对 于 任意 a€ G,0:a=a*0=0, 其 中 0 是 G 的 零 元素 ，; 
(9)(-a)b=a'(-6)= - (a'b); 
(10)(—-a)'(-6b)=a'b; 
(11) 对 于 任意 a,6EG,(na)':b=a'(nb)=n(a'5b), 其 中 为 
整数 ; 
(12) 对 于 任意 <E G， 
a" 二 a*a*…a, 其 中 为 正 整 数 ; 


z 个 
(13) 对 于 任意 <cEG， 
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a”"a" 二 a”"",(a”) ”=a” ,其 中 mx,n 为 正 整数 . 

定义 1.2 设 1G,+,…} 是 一 个 环 , 如 果 对 于 任意 ca,pEG, 都 有 
a.5=5a, 则 称 1G,+ ,是 一 个 交换 环 . 

定义 1.3 设 1G,+ ,| 是 一 个 环 , 如 果 存 在 一 个 元 素 eE G ,对 于 
任意 cEG, 都 有 e'a=a'e=a, 则 称 。e 为 环 G 的 单位 元 . 

在 例 1.1 中 , 环 IZ,+ ,1,1Q,+ ,| ,|R,+,*),{C, + ,| 都 是 交 
换 环 , 且 它们 的 单位 元 均 为 数 1. 

在 例 1.2 中 , 环 !{R”", +,*| 不 是 一 个 交换 环 , 但 它 有 单位 元 , 它 
的 单位 元 为 n 阶 单位 矩阵 五 . 

一 般 地 ,一 个 环 未 必 有 单位 元 . 

例 1.3 设 集合 Zu, = {全 体 偶数 |= 1…, 一 6, 一 4, 一 2,0,2,4,6， 
… 对 数 的 加 法 + 及 乘法 :构成 一 个 环 为 Zu, +， 上. 讨论 它 的 交换 性 
及 有 没有 单位 元 ? 

解 ” 因 为 对 于 任意 2m ,276E ZW,(21) (22)=(28) (0272) ,所 以 
环 1Z,,+ ,*| 是 一 个 交换 环 .但 是 对 于 2m€2,,; 因 为 1*(2m)=2m,， 
但 是 数 1E€Z,, 嗓 环 12Z, ,+ ,没有 单位 元 . 

必须 说 明 如 下 几 点 . 

(1) 车 环 !G, + ,1 有 单位 元 , 则 它 的 单位 元 惟一 . 记 单 位 元 为 e 或 


(2) 设 1G ,+ | 为 一 个 有 单位 元 1 的 环 ,对 于 任意 ecEG, 记 wa = 
1 . 

(3) 设 1G ,+ ,为 一 个 有 单位 元 1 的 环 ,如 果 <EG ,存在 GE G， 
使 得 a5 = ba ==1, 则 称 6b 为 a 的 逆 元 . 

例 1.2 的 环 jR…" ,+ ,中 有 单位 元 已, 对 于 AER"”", 当 | | 关 
0 时 ,存在 4 ER…", 使 44 =4 'A=E; 当 |41=0 时 ,不 存在 B 
ER”", 使 4B=BA=E. 

一 般 地 ,在 一 个 有 单位 元 的 环 {G ,+ ,| 中 ,定义 了 a 的 道 元 .但 不 
是 说 G 中 每 一 个 元 素 都 有 逆 元 . 

(4) 如 果 a 有 逆 元 , 则 它 的 道 元 是 惟一 的 . 记 a 的 逆 元 为 4a“. 即 
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1 1 
aa =a "a=1. 


(5) 如 果 a 有 道 元 , 则 
a =1,(a ')”=a “” ,其 中 m 为 正 整 数 . 
(6) 如 果 a 有 道 元 , 则 
a™a' =a"”",(a”)"=a”™ ,其 中 m,n 为 整数 . 
定义 1.4 设 {1G,+,*| 是 一 个 环 ,a ,bE G, 如 果 a 关 0,5b 关 0, 但 
a“0=0. 则 称 元 素 2 为 环 G 的 一 个 左 零 因子 ,6b 为 G 的 一 个 右 零 因 
子 . 且 称 1G ,+ ,是 一 个 有 零 因 子 的 环 .否则 称 1G,+ ,| 是 一 -个 没有 
零 因子 的 环 . 
注意 :(1) 若 1G,+ ,是 一 个 交换 环 ,那么 G 的 每 一 个 左 零 因 于 a 
也 必 是 G 的 右 零 因子 ; 
(2) 若 1G,+，,'} 是 一 个 没有 零 因 子 的 环 ; 则 对 于 任意 c,E G， 
a"b=0 当日 仅 当 a=0 或 b=0. 
在 例 1.2 中 介绍 的 环 {R”",+,'*| 是 一 个 有 零 因 子 的 环 . 如 在 


Rt, 中, 设 A=[ 3= (i 小 c= 人， 小 了 = 


1 -1 1 0 
0 0 加 0 0 0 0 
( | 者 是 非 夫 元 .因为 AB = BA = bo 路 co= 路 pc-= 


(， 0 ) ,所以 4 ,B 既是 环 R* "的 左 零 因子 ,又 是 Rzxz 的 右 零 因 子 , 而 


C 是 环 R “的 一 个 左 零 因子 .D 是 环 R 的 一 个 右 零 因 子 . 

如 果 设 非 空 集 合 G = 101 ,在 G 中 元 素 之 间 如 下 定义 : 

加 法 + :0+0=0; 

乘法 . :0.0=0. 
则 G 对 于 上 面 定义 的 加 法 及 乘法 构成 一 个 环 . 称 这 个 环 为 零 环 . 显然 
零 环 的 零 元 为 0, 单位 元 也 为 0, 零 环 没有 和 均 因 子 . 

例 1.4 设 整 数 集 的 模 6 的 剩余 类 集合 为 Z = 1[01,[11,[2]， 
[3j,[4],[5]! ,在 Zz 中 元 素 之 间 规 定 

加 法 + :Lal+[6l=[a+t+6b]， 

习 法 ::[a]:[65]=[a*5bj. 
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遇 由 两 个 运算 表 给 出 

+ |[0] [1] [2] [3] [4] [5] [0] [1] [2] [3] [4] [5] 
[0] [0] [1] 121 [3] £4] [5] ~ [ojlto] [0] [0] [0] [0] [0] 
HU [2] [31 14] [5] [ol £1) [0] [1] [2] 13] [4] [5] 
[2]|[2] [3] £4] [5] [ol [1] 21o] 12] 14] [0] 12] [4] 
[3]1[3] [4] [5] [0] L {2) [3]1[0]1 [3] [01 [3] [0] £3] 
[41f41 [51 [ol £1] [2] [31 [4]|[0] £4] [2] [0] [4] [2] 
1$]10S$] [0] [1] [2] 13] [41 [$S] 10] [51 [4] [3] [2] [11 


证 明 :Zz 对 加 法 + 及 乘法 :构成 一 个 环 ,并 说 明 它 的 一 些 特性 . 

证 明 因为 1Z ,+ 是 交换 群 , 又 对 于 任意 ic],[o],[cjEZe， 
显然 :(Lc]' [0]) [cj=[Lc] (Lo] [cj)， 

[al:(tb]+[c])=[aj*:Lbj+lal:le], 

(1o]j+fcl) [eaj=totc]+ftcjta]， 
所 以 Z 对 于 加 法 + 及 乘法 "构成 一 个 环 .通常 称 |Z ,+ ,|} 为 整数 集 Z 
的 模 6 剩余 类 环 . 这 是 一 个 有 单位 元 [1] 的 交换 环 . 它 有 零 因子 :[2]， 
[31,L4j. 

定义 1.5 设 1G,+ ,是 一 个 环 ,如 果 满 足 

(1)G 是 交换 环 ; 

(2)G 有 单位 元 ; 

(3)G 没有 零 因 子 . 
则 称 {1G , + ,* | 是 一 个 整 环 . 

在 例 1.1 中 所 给 的 环 1Z,+ ,1Q,+ ,1, [及 ,+,"| ,1C,+, "| 都 
是 整 环 . 

零 环 G = {01 是 一 个 整 环 . 

定理 1.1 在 一 个 没有 零 因子 的 环 G 中 ,两 个 消去 律 都 成 立 , 即 
当 a 关 0 时 ,如 果 a.5=a'c, 则 5=c; 当 a 关 0 时 ,如 果 5.a=c*a, 则 
b=ce. 

证 明 设 G 是 一 个 没有 零 因 子 的 环 .如 果 a:5=a'c, 即 a:65- 
ac=0,a' (8-c)=0, 当 aa 天 0, 故 5-c=0. 即 避 =c. 
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同 理 可 证 : 当 a 关 0 时 ,如 果 6b'a=c'a, 则 b=c. 

证 上 毕 . 

推论 1 在 环 1G ,+,'| 中 ,如 果 有 一 个 消去 律 成 立 , 则 {G,+,*|! 
必 是 没有 零 因 子 的 环 . 

证 明 在 环 !{G, + ,| 中 , 当 a 取 0 时, 如果 a5=a'c, 则 6565=c 成 
立 . 

即 如 果 a.5~a'c=0,a'(b-c)=0,a'(b-c)=a.0, 当 a0 
时 ,有 0-c=0. 说 明 G 中 没有 零 因子 . 故 1G ,+ ,| 是 一 个 没有 零 因 
子 的 环 . 

证 毕 . 

推论 2 在 环 1G,+,，…} 中, 如果 有 一 个 消去 律 成 立 , 则 另 一 个 消 
去 律 也 成 立 . 

显然 在 任意 一 个 整 环 1G ,+ ,* | 中 消去 律 成 立 . 


10.2 域 


在 一 个 环 1G ,+ , "| 中 ,不 是 每 一 个 非 零 元 a 都 有 逆 元 < 的 ,在 
特殊 环 中 这 是 有 可 能 的 . 

定义 2.1 设 {G,+,*| 是 一 个 环 , 如 果 满 足 

(1)G 至 少 包含 一 个 不 等 于 零 的 元 ，; 

(2)G 有 单位 元 1; 

(3)G 中 每 一 个 非 零 元 a 都 有 道 元 a . 
则 称 {1G ,+ ," | 为 一 个 除 环 . 

显然 1Q, + ,|, {1R,+ ,|,1C,+,'| 都 是 除 环 . {1Z, + | ， 
1 和 R”™” ,+ ,*] 不 是 除 环 . 

例 2.1 设 集合 V=| 偶 , 奇 } ,上 且 V 上 元 素 之 间 定 义 两 个 代数 运 
算 + 及 ,由 下 列 运 算 表 给 出 : 
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+ | 偶 奇 "| 偶 奇 
偶 | 偶 奇 偶 | 偶 个 
奇 | 奇偶 奇 | 偶 奇 
(1 证明 V 对 于 这 样 的 加 法 及 乘法 构成 一 个 环 ; 
(2) 这 个 环 IV ,+ ,| 是 整 环 吗 ? 
(3) 这 个 环 !V ,+ ,是 除 环 吗 ? 
证 明 (1) 因 为 V 对 于 这 个 加 法 + 构成 一 个 交换 群 .其 中 群 V 的 
零 元 为 偶 . 
又 V 中 这 个 乘法 :适合 结合 律 ,同时 两 个 分 配 律 成 立 , 故 {V ,+， 
"| 是 一 个 环 . 
(2) 观 察 其 运算 表 :: 
QDIiV,+,"| 是 一 个 交换 环 ; 
@V 有 单位 元 1(1= 奇 )， 
@V 中 没有 零 因子 .(V 中 只 有 一 个 非 零 元 奇 , 且 奇 ' 奇 关 偶 ) 
于 是 1V ,+ ,| 是 一 个 整 环 . 
(3) 最 后 进一步 考证 : 
Q@DV 中 含有 非 零 元 奇 ; 
@Y 中 有 单位 元 奇 ; 
@V 中 每 一 个 非 零 元 均 有 道 元 .(Y 中 只 有 一 个 非 零 元 奇 , 且 奇 
奇 = 奇 , 即 奇 的 逆 元 为 奇 ) . 
于 是 {V ,+ ,| 是 一 个 除 环 . 
例 2.2 设 V=1 所 有 复数 对 (a,b)| Ya,bECI， 


其 中 (ae = Cassbr) 当 且 仅 当 | 人 
在 集合 V 中 定义 加 法 + 及 乘法 为; 
(aisb)+ (as,6)= (arta, bt+b,); 
(a1sb1)° (a7,602)= (a1a2 — bi1b;,a1bs + bia), 
其 中 wx 为 a 的 共 恩 复数. 
(1) 验 证 :V ,+ ,*| 是 一 个 环 . 
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(2) 验 证 | ,+ ,| 是 一 个 除 环 . 

(3)1V,+ ,| 是 不 是 整 环 ? 

证 明 (1 显然 iv ,+ 上 | 是 一 个 交换 群 ,其 中 零 元 为 (0,0),(a,2) 

的 负 元 为 (-a, 一 5). 
又 通过 检验 可 知 V 对 上 面 定 义 的 乘法 适合 结合 律 , 且 两 个 分 配 律 
成 立 , 故 | V ,+ ,*|} 是 -一 个 环 . 

(2) 进 一 步 验 证 : 

QDV 中 有 非 零 元 ; 

QV 中 有 单位 元 e= (1,0): 对 于 任意 (a ,5)EV， 
(1,0):(a,6)= (la—-06b,1b+0a)= (a,b), 
(a,6):(1,0)= (al -60,a0+61)= (a,b), 

即 (1,0) 为 V 的 单位 元 ; 
对 于 任意 (a,6)E V, 当 (a,5) 关 (0,0) 时 ,(a,5) 有 遂 元 . 
因为 设 a=A+Bi,b=C+Di, 其 中 A,B,C,DER, 当 (a ,5) 天 
(0,0) 时 ,a ,5b 不 同时 为 零 复数 , 即 A ,B,C,DD 不 同时 为 零 . 
由 于 (a,b):(a,—-6b)=(aa+bb,—-ab+ab)=(aa+ WW,0), 
(a,—b)'(a,b)=(aa+b0 ,a6- ba)=(aa + ,0) 
所 以 (a,b)(a,-6)=(a,-6)(a,6)= (aa + 66,0) 
又 aat+WB=A*+B:+C+D’= KA0. 


所 以 (a,5)-( 关 ,到 ]= (县 -去 } (人 = 10) 


放 (a,6) 的 逆 元 为 (是 ,去 ) 


K 
即 1V,+,"| 是 一 个 除 环 . 
(3) 最 后 证 明 |V, + ,| 不 是 整 环 . 
因为 在 V 中 代数 运算 乘法 ,不 可 交换 .例如 
(i,0),(0,1)EV, 
(i1,0):(0,1)= (0,7), 
(0,1):(i,0)=(0, -i). 
即 (i,0)(0,1) 关 (0,1)*(i,0). 
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定义 2.2 设 1G,+，,'} 是 一 个 除 环 ,如 果 对 于 任意 ce,gEG, 有 
a*b=b'a, 则 称 1G ,+ ,是 一 个 域 . 

由 定义 2.2 可 知 : 一 个 交换 除 环 为 域 | 

显然 环 |Q, 二 ,| ,| 民 ,+ ,| ,1C, + ,| 都 是 交换 除 环 , 所 以 它们 都 
是 域 ,分 别称 为 有 理 数 域 Q, 实 数 域 及 ,复数 域 C. 

本 节 中 的 例 2.1 所 给 出 的 环 {V ,+ ,| 是 一 个 域 .这 个 域 还 可 以 如 
下 给 出 : 

设 V=11, 一 1} ,其 中 加 法 + 及 乘法 .为 


+|1 -1 .|1 -1 
1 1 -1 111 1 
-1 -1 1 -1 1 -1 


则 {V ,+ ,| 是 一 个 域 . 

本 节 中 的 例 2.2 所 给 的 除 环 不 是 一 个 域 . 

除 环 1G,+ ,…} 有 如 下 性 质 . 

(1) 除 环 G 中 没有 零 因子 . 

设 a,bEG, 如 果 2.5=0, 当 a 关 0 时 ,a 必 有 道 元 a 'E€G, 对 于 
a… 0=0, 两 端 左 乘 c “得 =0, 即 G 中 没有 零 因 子 . 

(2) 在 除 环 G 中 , 当 a 关 0 时 ,方程 a.x=b 有 惟一 解 x=a '…b， 
y'a=5b 有 惟一 解 y=ba '. 

(3) 设 {G ,+ ,| 是 一 个 除 环 , 记 G” = G._。= | 刚好 包含 G 中 所 有 
非 零 元 | , 则 |G" ,*} 是 一 个 群 . 

因为 除 环 {1G ,+ ,| 中 必 包 含有 非 零 元 ,所 以 G“" 非 空 . 

对 于 任意 a ,5E G' ,a 关 0,6b 关 0,G 中 没有 零 因 子 .所 以 a: 5b 去 0， 
即 a.'5EG”,G 的 乘法 .也 是 G ”的 乘法 . 

乘法 在 环 G 中 适合 结合 律 ,于 是 在 子 集 G "中 也 适合 结合 律 . 

除 环 1G ,+ ,| 有 单位 元 1, 对 于 任意 cEG ,IEG ,a:1=1'4 
=a, 即 1 为 G "的 单位 元 ,对 于 任意 coEG "CCG, 因 为 G 为 除 环 . 必 存 
在 a !'E€G, 使 得 a .a=a'a =1. 

假若 a EG, 则 a !=0, 于 是 a 'a=0a=0 与 a 'a=1 矛盾 . 
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于 是 a '€G'. 

故 1G”,*| 是 一 个 群 . 

(4) 设 1G ,+ ,"| 是 一 个 环 ,如 果 1G” ,| 是 一 个 群 , 则 1G ,+ ,1! 必 
定 是 一 个 除 环 . 

因为 1G”,'} 是 一 个 群 , 所 以 G“ 非 空 ,中 G 至 少 有 一 个 非 零 元 . 
对 于 任意 eaE G” ,存在 单位 元 eEG” ,使 得 ea=a'e=a. 即 对 于 任 
意 aEG, 当 acEG 时 ,ecEG, 使 ea=a'e=ai 当 eaEG 时 ,a=0， 
显然 有 e*0=0.e=0, 即 e 也 是 G 的 单位 元 . 

又 对 于 任意 a€EG, 当 a 关 0 时 ,a€G' ,存在 a EGG CG, 使 得 
aa=a'ca =e: 即 G 中 每 一 个 非 零 元 必 有 逆 元 . 

故 1G ,+ ,是 一 个 除 环 . 

最 后 我 们 介绍 域 的 性 质 . 

(1) 在 域 1G ,+ ,| 中, 当 a 天 0 时 ,方程 oz=8 与 za=b 有 同 


由 定义 可 知 环 1G ,+ ,+ 如 果 满 足 一 些 特殊 条 件 ,就 是 整 环 . 除 环 
或 域 .为 了 能 够 把 它们 的 隶属 关系 看 得 更 清楚 一 点 ,我 们 列 一 个 表 : 
交换 环 有 单位 元 环 没有 零 因 子 环 
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10.3 子 环 . 子 域 . 同 构 


在 第 9 章 群 论 中 介绍 了 群 的 概念 之 后 ,我 们 又 定义 了 子 群 ,同时 给 
出 了 子 群 的 判定 方法 ,还 进一步 介绍 了 群 则 态 等 . 

现在 已 经 引出 环 . 域 的 概念 ,同样 我 们 也 要 定义 子 环 、 子 域 ,给 出 子 
环 . 子 域 的 判定 方法 .进而 讨论 两 个 环 ( 域 ) 的 同 态 等 问题 . 

定义 3.1 设 1G,+,'*| 是 一 个 环 ,S 是 G 的 一 个 非 空 子 集 合 , 如 
果 S 对 G 的 两 个 代数 运算 + 及 ' 也 构成 一 个 环 1S ,+ ,i, 则 称 环 S 为 
环 G 的 一 个 子 环 . 

同样 , 设 !G ,+ ,是 除 环 , 如 果 1S, +，} 也 是 除 环 , 则 称 除 环 S 
是 除 环 G 的 一 个 子 除 环 . 

设 1G ,+ ,*! 是 整 环 ,如 果 iS,+,*| 也 是 整 环 , 则 称 整 环 S 是 整 环 
G 的 一 个 子 整 环 . | 

设 1G ,+ ,是 一 个 域 , 如 果 1S ,+ ,小 也 是 一 个 域 , 则 称 域 S 是 域 
G 的 一 个 子 域 . 

显然 任意 一 个 环 1G ,+ ,…} 都 必 有 两 个 子 环 : G 本 身 与 ;0; .其 中 0 
为 G 的 零 元 . 

1Z,+ ,是 IlQ + ,| ,1R.+ ,| ,|C, +,'i 的 一 个 子 整 环 . 

tiQ ,+ 是 恨 ,+，… ,1C, + ,| 的 一 个 子 域 . 

下 面 介绍 子 环 的 判定 方法 . 

定理 3.1 设 非 空 集合 S 是 环 {1G ,+ ,| 的 子 集合 . 

S 是 环 G 的 子 环 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 a ,bE S， 

(1)a'pESi 

(2)a~b€ES. 

证 了 明 必要 性 是 显然 的 . 

下 面 证 充分 性 . 

因为 {G ,+ ,*1 是 一 个 环 ,由 定义 知 ,在 G 中 ,加 法 适合 结合 律 , 交 
换 律 ,乘法 适合 结合 律 , 且 乘 法 与 加 法 适合 两 个 分 配 律 .所 以 在 子 集合 
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S 中 上 面 这 些 规律 也 自然 满足 .由 环 的 定义 ,只 须 证 G 的 加 法 也 是 和 
的 加 法 (封闭 ); G 的 乘法 也 是 S 的 乘法 (封闭 ), 同 时 证 明 S 中 有 零 元 
0, 且 YaES, 存 在 (-a)ES. 使 得 a+(-a)=0. 

内 为 对 于 任意 a,56E S, 由 (2) 有 a-6bE€5S. 所 以 必 有 bp-bE€5S,， 
即 06€ S. 使 0+4a=a+0=a, 即 S 中 有 零 元 0, 同 时 有 0-bES, 即 - 
bES., 使 bp+(-5)=0, 即 S 中 每 一 个 元 都 有 负 元 . 旦 有 a-( 一 A)E€ 
S. 即 w+p&S. 即 S 对 如 法 封闭 . 

人 aspES, 由 (1) 有 ac:pocS, 即 SS 对 乘法 封闭 . 

故 1S,+,* | 是 一 个 环 , 即 环 S 是 环 G 的 一 个 子 环 . 

证 毕 。 

定理 3.2 设 非 空 集合 S 是 除 环 1G ,+ ,| 的 子 集 合 ,S 是 除 环 G 
的 子 除 环 的 充分 必要 条 件 是 

(1)S 中 至 少 有 一 个 非 零 元 ; 

(2) 对 于 任意 4a,6E 5, 有 a-6bES, 当 6 了 0 时 ,有 ab'€S. 

证 明 从 赂 . 

例 3.1 设 1G,+ ,| 是 一 个 环 . 它 的 一 个 非 空子 集 CLG]= {zxix 
EC ,对 于 任意 cEG,z'a=azi 称 为 环 G 的 中 心 . 

验证 CLG ] 是 环 G 的 一 个 子 环 . 

证 明 因为 1G ,+ ,中 必 有 零 元 0, 对 于 任意 caEG, 有 0.a= 
a.0, 所 以 0ECLG1. 

对 于 任意 z,yEC[G], 因 为 za=a'z ya=a'*y 所 以 
(xry)ra=r(ya)= rav)= (ra)'y=a(r'y),p zyE 
CLG]. 

而 且 (x-y) a=rra-y'a=ar-ay=a'(r- y), 
即 xz-yECLGI1. 
由 判定 定理 知 ,CLG 1 是 环 G 的 一 个 子 环 . 

显然 环 1C ,+ ,*| 的 中 心 C[ Gj] 是 个 交换 环 . 

一 个 整 环 {G ,+ ,1 的 中 心 是 它 本 身 G. 

例 3.2 任意 一 个 除 环 1G ,+ ,| 的 中 心 C[G] 必 是 一 个 域 . 

证 明 由 例 3.1 知 {G,+ ,的 中 心 C[G] 必 是 一 个 交换 环 . 
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下 面 只 须 证 C[G] 是 一 个 除 环 . 

设 G 的 单位 元 为 1, 对 于 任意 ecEG, 有 la=a't=a, 由 中 心 的 
定义 知 ,单位 元 1ECLG], 即 

QCLG] 中 含有 非 零 元 1 天 0; 

@CLG] 中 含有 单位 元 1; 

@ 对 于 任意 zE C[Gj]CG, 当 xz 关 0 时 , 必 存 在 zx“，€G, 使 


1 __ -1 
TX 一 工 “* 廊 二 


对 于 任意 a€G, 有 a'x=x'a,， 
必 有 xX la'X=a. 
于 是 有 x ''a=a'xrx 1. 
故 x !'EC[G]. 
即 CL[G] 是 环 {G ,+ ,*| 一 个 子 除 环 . 
所 以 除 环 1G ,+ , "| 的 中 心 C[G ] 必 是 一 个 域 . 

例 3.3 设 整 数 集 工 的 模 6 剩余 类 环 1Z., + ,1 有 两 个 子 集合 :S， 
= {[0],[31}, Ss,= {[0],[2],[4]!. 

(1) 验 证 S, , S, 分 别 是 环 Ze 的 子 环 . 

(2) 问 S, ,S, 是 域 吗 ? 

证 明 (1) 设 Zz = 和 [0],[1],[2],[3],[4],[5]}. 

[al+[651=[a+6], 
[aj:[5j]=[a,bl]. 
对 于 Si， + |[0] [3] .|[0] [3] 
[0]|[0] [3] [0]|j[0] [0] 
[3]1[3] [£0] [3]110] [3] 

对 于 任意 [al,[bj€Si,@[lal:[b]€S,,@[lal- [bl€ES,. 
故 {S1 ,+ ,*| 是 12Z6 ,+ ,| 一 个 子 环 . 

同样 对 于 S,， 
+ |[0] [2] [4] * |[0] [2] [4] 
[ojjltol [21 [4] [olltol [ol [0] 
[2]|[21 [41 [0] [20 [4] [2] 
[4]|[4] [0] [2] [4]|[0] [2] [4] 
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由 子 环 判定 定理 知 |S, ,+ ,| 是 1Z ,+ ,*| 的 一 个 子 环 . 

(2) 进 一 步 讨 论 . 

对 于 子 环 1S, ,+ ,*}， 

中 S, 是 交换 环 ; 

@S, 没有 零 因子 ; 

QS! 有 单位 元 [3]; 

Q@S, 有 非 零 元 . 且 非 零 元 13] 有 逆 元 [3] 

所 以 {5, +， 是 一 个 域 . 

对 于 子 环 | S, ,+ |}， 

QS, 有 非 零 元 [2],[4]; 

@S, 有 单位 元 [4]; 

图 每 一 个 非 零 元 有 闭 元 .[2] 的 逆 元 为 [2],14] 的 道 元 为 [4]; 

@S, 为 交换 环 . 

所 以 1S, ,+ ,*! 是 一 个 域 . 

定理 3.3 设 i1G,+,*| 是 一 个 环 . 非 空 集 合 G 有 它 的 两 个 代数 运 
算 + 及 ;如 果 f 是 由 G 到 G 的 一 个 满 映 射 , 且 

fla+b)= f(a)+f(2), 
flab)= f(a): f(b), 
则 1G,+,*| 也 是 一 个 环 . 

证 明 (1) 因 为 {G ,+ | 是 交换 群 , 且 G ~ G ,根据 群 同 态 定 理 2.1 
知 1G ,+ | 也 是 群 ,又 由 同 态 满 射 性 质 知 在 G 中 加 法 满足 交换 律 , 则 在 
G 中 加 法 也 满足 交换 律 , 故 1G ,+ | 是 一 个 交换 群 . 

(2) 对 于 任意 4a,5EG, 由 于 f:G 一 G 是 满 射 ,所 以 必 存 在 a ,bE 
G ,使 得 a a,b-> 5b. 

因为 a.:5EG,a'65H>a'b=a.6EG. 又 由 同 态 满 射 性 质 知 在 环 
G 中 乘法 适合 结合 律 及 两 个 分 配 律 ,所 以 在 G 中 乘法 也 适合 结合 律 及 
两 个 分 配 律 ., 故 1C ,+，} 也 是 一 个 环 . 

证 毕 . 

定理 3.4 设 有 两 个 环 1G ,+ ,| 与 G,+，, | ,如 果 了 是 由 G 到 G 
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的 一 个 满 映 射 , 且 . 
flat+b)= f(a)+ f(b), 
flab)= f(a): f(b). 
那么 :(1) 若 0 是 G 的 零 元 , 则 f(0) 是 6G 的 零 元 ; 
(2) 若 在 G 中 a 的 负 元 为 -a, 则 在 G 中 f(a) 的 负 元 为 /( 一 a); 
(3) 若 G 为 交换 环 , 则 C 也 为 交换 环 ; 
(4) 若 1 是 G 的 单位 元 , 则 f(1) 是 G 的 单位 元 . 
证 明 从 略 . 
例 3.4 设 有 整数 环 1Z,+ ,`| ,整数 乙 的 模 6 剩余 类 环 1Zs ,+ ， 


试 证 明 Z 与 Zz 同 态 . 
证 明 设 Z=1|…,-6,-S$,-4,-3,-2, -1,0,1,2,3,4,5,6， 


Z.=1!L01,[1.[21,[3],[41,[S] 
定义 9: 7-~Ze ,为 : 
对 于 任意 cEZ,ahF>fal]. 
显然 p 是 一 个 由 工 到 Z 的 满 映射 , 且 
(ae+b)hH>[e+o=[al+Lo]， 
(abH—>[a:b]l=[al:[6]. 
即 Z 与 Z. 同 态 . 
我 们 知道 整数 环 1Z, + ,'} 没 有 零 因 子 , 但 是 模 6 剩余 类 环 17， 
+ ,| 有 零 因子 . 
就 是 说 两 个 环 同 态 , 不 能 保证 它们 同时 都 没有 零 因 子 . 如果 两 个 环 
同 构 ,情况 就 不 一 样 了 . 
定理 3.5 设 有 两 个 环 G 与 G ,如 果 G 实 G ,那么 
(1) 若 G 是 整 环 , 则 G 也 是 整 环 ; 
(2) 若 G 是 除 环 , 则 G 也 是 除 环 ; 
(3) 若 G 是 域 , 则 G 也 是 域 . 
证 明 从 上 略 . 
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习题 10 


1. 如 果 环 1G ,+ ,中 只 含 一 个 元 素 ,证 明 G 为 零 环 . 
2. 设 1G,+ ,是 一 个 有 单位 元 的 环 ,证 明 : 如 果 它 的 单位 元 与 零 
元 相等 , 则 G 为 零 环 . 
3. 设 1G ,+ ,是 一 个 有 单位 元 的 非 零 环 ,证 明 它 的 单位 元 不 等 于 
零 元 ， 
4. 设 1G,+,*| 是 一 个 环 , 如 果 !1G,+| 是 一 个 循环 群 ,证 明 1G， 
+ ,"! 必 是 交换 环 . 
5. 证 明 , 由 所 有 实数 a+bv2( 其 中 a,b 是 整数 ) 作 成 的 集合 V 对 
于 普通 数 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 整 环 . 
6. 设 C(-c,+oco)=| 全 体 定义 在 (- ,+ co) 上 连续 实 函 数 | 在 
C(- co,+co) 上 定义 运算 如 下 : 
(f+g)(r)= f(x)+ g(r), 
(frg)(x)= f(x)'g(z). 
验证 C( - co ,+ %) 对 于 上 面 定义 的 加 法 与 乘法 是 否 构成 一 个 环 . 
7. 举 一 例 :G 是 整 环 ,但 它 不 是 域 . 
8. 举 一 例 :G 是 整 环 ,但 它 不 是 除 环 . 
9. 举 一 例 :G 是 除 环 , 但 它 不 是 整 环 . 
10. 讨 论 整 数 集 Z 的 模 5 剩余 类 集合 Zs 对 于 [a]+[61= 
[a+5],[aj:[6j=[a:5b5] 构 成 的 环 分 别 是 整 环 、 除 环 、 域 吗 ? 
11. 设 集合 V= 1 所 有 实数 a + 6Y3,(a,b 为 有 理 数 )} ,证 明 V 对 
于 普通 数 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 域 . 
12. 证 明 ,一 个 至 少 有 两 个 元 而 且 没 有 零 因 子 的 有 限 环 G 必 是 一 
个 除 环 . 
13. 写 出 环 {V ,+ ,*| 的 中 心 C[V]， 
其 中 V = 全体 二 阶 实 方 阵 ! ， 
+ :两 个 二 阶 实 方 阵 相 加 . 
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14. 设 1G,+ | 是 一 个 有 单位 元 e 的 整 环 ,证 明 S= fnelzEZl 
是 G 的 子 整 环 . 
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